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kg T4 dety = St

Ein MiniOcaml-Programm ...

let rec comp = fun f g x -> £ (g %)

and map = fun f list -> match list
with [1 -> []
| %x::xs -> f x :: map f xs

Beispiele fiir Werte ...

1
(1, [true; falsel)
fun x -> 1 + 1

[fun x -> x+1; fun x -> x+2; fun x -> x+3]
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Ein MiniOcaml-Programm ...

let rec comp = fun £f g x -> £ (g x)

and map = fun f list -> match list
with [] -> []
| x::xs -> f x :: map f xs

Beispiele fiir Werte ...

1
(1, [true; false])
fun x -> 1 + 1

[fun x -> x+1; fun x -> x+2; fun x -> x+3]
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Idee

e  Wir definieren eine Relation: e = © zwischen Ausdriicken und
ihren Werten ——> Big-Step operationelle Semantik.

e Diese Relation definieren wir mit Hilfe von Axiomen und Regeln,
die sich an der Struktur von e orientieren.

e  Offenbar gilt stets: v = v fiir jeden Wert o.

Lokale Definitionen

e1 = 1 eo[v1/x] = wo

let x=¢; iney = 0y

Funktionsaufrufe

e ﬁ’mel %»@ eolv/x] = g
eey = g
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Tupel

Listen

e = M €y = Uy

€1 ::€6 = V1 ::02

Globale Definitionen

f=e e = v

f=uv

Durch mehrfache Anwendung der Regel fiir Funktionsaufrufe kénnen wir

zusatzlich eine Regel fiir Funktionen mit mehreren Argumenten ableiten:

L

eg = funx; ... xp->e e = Uy ... e = U e[vy/x1, ..., 0/ %K] A(;)

ep€ey ... ¢ —| T

Diese abgeleitete Regel macht Beweise etwas weniger umstandlich.
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Pattern Matching

e = U = pi[vr/x1, .., O/ Xk] elvr/x1, .., op/x] = v
match egwithpy->e1 | ... | py—>ey = ©
—sofern  ©'  auf keines der Muster pq,...,pi_1  passt ;)

Yo =

Eingebaute Operatoren

e1 — U1 €2 —» U2 Ulopt2 —> 0

eropez — 0

Die undren Operatoren behandeln wir analog.
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Beispiel 2
let £ = fun x -> x+1
let s = fun y -> y*y
f = fun x -> x+1 s = fun y -> y*y
f = fun x -> x+1 16+1 — 17 s = fun y -> y*y 2%2 — 4
f 16 = 17 s 2 =4 17+4 = 21

f 16 +s 2 — 21

// Benutzungen von v = v haben wir i.a. weggelassen
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Der eingebaute Gleichheits-Operator

v (% = true
" va —» false

sofern v,01,02 Werte sind, in denen keine Funktionen

vorkommen, und ©q, v, syntaktisch verschieden sind.

Beispiel 1

17+4 = 21 21 = 21 21=21 = true

17 + 4 = 21 = true
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Beispiel 3

let rec app = fun x y -> match x
with [1 -> y
| h::t ->h :: app t y

Behauptung: app (1::[1) (2::0) = 1::2::[]
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Beweis

tapp=funxy—>...f|

app = fun x y -> ... 2::[] = 2::(1

app > fun x y -» ... match [J ... = 2::[]

app [J (2::00) = 2::0]

1 app [ (2::00) = 1::2::0]

My -> --‘14

q‘-q T match 1::00 ... = 1::2::()

//  Benutzungen von

Beweis

app (1::01) (2::[1) 1::2::[]

v = v haben wir i.a. weggelassen

326

app =§y -> ... 2::[]

app = fun x\—) match p/ ':.'2::[]

appNJ (2::[D) = 2.1

app = fun x y -> ... 9 lzzapp,MZ::[])/-‘-l :2::(]
app = fun x ¥y -> ... match&l::[ﬁ/ > 1::2::(]

//  Benutzungen von

app (1::[1) (2::[D) 1::2::0)

v = v haben wir i.a. weggelassen

326

Beispiel 3

let rec app = fun x y -> matc

with []

| h::t -=>h :: app t

Behauptung:

Beispiel 3

e

_)y

app (1::[1) (2::[1)

let rec app = fun x y -> match x

with [] -> ¥
| h::t ->h :: app t y
< Ay
Behauptung: app (1::[1) (2::[1)
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Beispiel 3 Beweis

Ty

let rec app = fun x y -> match x app = fun x y -> ... [l = 2::01
with [1 -> y app —» fun x y -> ... matcl([‘])... » 2::0[]
| hi:t -> h :: app t y app [1 (2::01) = 2::0]
app = fun x y -> ... 10 app [1 (2::[1) = 1::2::0]
app —» fun x y -> ... match 1::[) ... = 1::2::[]
app (1::[1) (2::[1) = 1::2::0]
Behauptung: app (1::[1) (2::[0) = 1::2::(]
/’ Coal [ (,Z o [’] > // Benutzungen von v = © haben wir i.a. weggelassen
\
oy UY ‘
4 [
"~§> A, L [l
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Beispiel 3 Beweis
let rec app = fun x y -> match x app = fun x y -> ... 2::[] = 2::0]
with [] > ¥ app = fun x y -> ... match [1 ... = 2::[]
| h::t -> h :: app t y app [1 (2::01) = 2::0]
app = fun x y -> ... 1:: app [1 (2::01) = 1::2::[]
app = fun x y -> ... match 1::[] ... = 1::2::[]
app (1::[1) (2::[1) > 1::2::(]

Behauptung: app (1::[1) (2::[0) = 1::2::[]

// Benutzungenvon © = © haben wir i.a. weggelassen
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Beispiel 3 Beweis o _
CS Hi) %"‘, \ﬁ: t ( HL])

let rec app = fun x y -> match x app = fun x y -> .. 2::[]
with [1 -> y app =+ fun x y -> ... match [1 ... = 2::[]
| h::t -> h :: app t ¥ app [1 (2::01) = 2::0]
app = fun x y -> ... 10 app [1 (2::[1) = 1::2::0]
app > fun x y -> ... match 1::[] ... = 1::2::(]
app (1::[1) (2::[1) = 1::2::0]

Behauptung: app (1::[1) (2::[1) = 1::2::[]

//  Benutzungen von v = v haben wir i.a. weggelassen
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Diskussion Beweis
app = fun x y -> ... 2::[] = 2::0]

e Die Big-Step operationelle Semantik ist nicht sehr gut geeignet, um app = funx y -> ... match [] ... = 2::[]
Schritt fiir Schritt nachzu vollziehen, was ein app [1 (2::[1) = 2::0]
MiniOcaml—Programm macht. app = fun x y -> ... 1 :: app [1 (2::[1) = 1::2::[]

app = fun x y -> ... match 1::[] ... = 1::2::[]

s  Wir kénnen damit aber sehr gut nachweisen, dass die Auswertung app (1::01) (2::0) = 1::2::00

eine Funktion fiir bestimmte Argumentwerte stets terminiert:

Dazu muss nur nachgewiesen werden, dass es jeweils einen Wert
gibt, zu dem die entsprechende Funktionsanwendung ausgewertet // Benutzungenvon v = © haben wir i.a. weggelassen

werden kann . ..
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Diskussion Beispiel-Behauptung

app 1 [; terminiert fiir alle Listen-Werte Iy, I5.
e Die Big-Step operationelle Semantik ist nicht sehr gut geeignet, um
Schritt fiir Schritt nachzu vollziehen, was ein Beweis
MiniOcaml-Programm macht.
e Wir kénnen damit aber sehr gut nachweisen, dass die Auswertung Induktion nach der Lange 7 der Liste I;.

eine Funktion fiir bestimmte Argumentwerte stets terminiert:

Dazu muss nur nachgewiesen werden, dass es jeweils einen Wert n=20:| D.h. Iy =[1. Danngilt:

gibt, zu dem die entsprechende Funktionsanwendung ausgewertet

werden kann . .. El 53[:) e 1‘:3 g'?_,—

app = fun xy -> ---

app = fun x y -> --- match [J with [ > L | ... =1

app 0 I =Dy

n>0: Dh I;=nh::t.

Insbesondere nehmen wir an, dass die Behauptung bereits fiir alle

kiirzeren Listen gilt. Deshalb haben wir:

apptly = I

fiir ein geeignetes I. Wir schlieBen:
Z:@ Q app t I, =1

app = fun x y -> ... @::(apptlzw::f

app = fun x y -> ... match h::t with -+ = h :: [
N

app (h::t) I = h ::
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