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Warum Schleifeninvarianten?

Wie konnen wir die schwichsten Vorbedingungen fiir F finden?

B = WP[b](C.D)

yes \

Warum Schleifeninvarianten?

» Direkt rickwarts durch den Kontrollfluss berechnen

Warum Schleifeninvarianten? Warum Schleifeninvarianten?

Wie konnen wir die schwachsten Vorbedingungen fiir F finden? Wie konnen wir die schwichsten Vorbedingungen fiir F finden?

WP[E](B, F)

yes no

EVE

» WPs hangen zyklisch voneinander ab



Warum Schleifeninvarianten?

In der Schleife hangen alle WPs voneinander ab

» Keine |3sst sich ohne die andere berechnen

Warum Schleifeninvarianten?

An welcher Stelle geben wir eine Zusicherung vor?

» Jeder Programmpunkt in der Schleife ist moglich

Wir entscheiden uns fiir den “Join”-Punkt der Schleife
» Ist ein markanter Punkt jeder Schleife
» Wird vor und nach jedem Schleifendurchlauf erreicht
» Zusicherungen sind etwas einfacher zu bestimmen

» Wir konnen unsere Losungen besser vergleichen

Warum Schleifeninvarianten?

An welcher Stelle geben wir eine Zusicherung vor?

» Jeder Programmpunkt in der Schleife ist moglich

Warum Schleifeninvarianten?

Wie konnen wir zeigen, dass unsere Vorgabe richtig war?

» Was bedeutet “richtig” hier uberhaupt?



Warum Schleifeninvarianten?
(A

-y

WP[[b]](BF F)
«i’
ﬂ‘ .

7

D := WP[ss](E)

Warum Schleifeninvarianten?

B = W.f’[[sl]](C)

I

C := WP[](D) E := WP[ss](A)

el

52 53

D := WP[ss](E)

Warum Schleifeninvarianten?

WP[b](B, F) ist die schwachste Vorbedingung von A, also genau
das was mindestens gelten muss, damit A gilt

» Die Frage ist also: Erfiillt A seine eigene
Mindestvoraussetzung?

» A muss also so stark sein wie WP[[b](B, F) oder starker

Warum Schleifeninvarianten?

WP[b](B, F) ist die schwachste Vorbedingung von A, also genau
das was mindestens gelten muss, damit A gilt

» Die Frage ist also: Erfiillt A seine eigene
Mindestvoraussetzung?

» A muss also so stark seih wie WP[b](B, F) gdler starker



Warum Schleifeninvarianten?

WP[b](B, F) ist die schwachste Vorbedingung von A, also genau
das was mindestens gelten muss, damit A gilt

» Die Frage ist also: Erfiillt A seine eigene
Mindestvoraussetzung?

» A muss also so stark sein wie WP[[b](B, F) oder starker

Invarianten wahlen

Es muss A = WP[b](B, F) gelten

» Das nennen wir dann lokal konsistent

Invarianten wahlen Invarianten wahlen

Was ist, wenn wir die Schleifeninvariante zu schwach wahlen?




Invarianten wahlen Invarianten wahlen

Was ist, wenn wir die Schleifeninvariante zu schwach wahlen?
» Es lasst sich keine lokale Konsistenz zeigen

» Aussage lasst sich nicht beweisen

Invarianten wahlen Invarianten wahlen

p P L= ea O 35
/\ Was ist, wenn wir di@ninvarian;e_z__u {%a{chﬂwégg

. . . . — .
Was ist, wenn wir die Schleifeninyariante zu schwach wahlen? > es lasst sich keing lokale Kon5|sten2£lgen

» Es lasst sich keine lokale Kgnsistenz zeigen > Aussage lasst 5|ewe|sen — ’&? CCC

> Aussage lasst sich nicht beyreisen Was ist, wenn wir diﬁeninvariante zu stark wahlen?

» Aussage lasst si och fiir einen Teil der
Programmausfiihrungen /Eingaben beweisen

O » Formeln werden groBer, Rechnungen u.U. aufwandiger



Invarianten wahlen Invarianten wahlen

Was ist, wenn wir die Schleifeninvariante zu schwach wahlen? Was ist, wenn wir die Schleifeninvariante zu schwach wahlen?
» es lasst sich keine lokale Konsistenz zeigen » es lasst sich keine lokale Konsistenz zeigen
» Aussage lasst sich nicht beweisen » Aussage lasst sich nicht beweisen

Was ist, wenn wir die Schleifeninvariante zu stark wahlen? Was ist, wenn wir die Schleifeninvariante zu stark wahlen?
» Aussage lasst sich nur noch fiir einen Teil der » Aussage lasst sich nur noch fiir einen Teil der

Programmausfiihrungen /Eingaben beweisen Programmausfiihrungen /Eingaben beweisen
» Formeln werden groBer, Rechnungen u.U. aufwandiger » Formeln werden groBer, Rechnungen u.U. aufwandiger
Invarianten wahlen Invarianten wahlen

Wie findet man nun eine geeignete Invariante? Wie findet man nun eine geeignete Invariante?
» NICHT durch Raten! » NICHT durch Raten!
» Indem man die Schleife/das Programm versteht » Indem man die Schleife/das Programm versteht

Solange wir nur giiltige Aussagen verwenden, konnen wir wenig
falsch machen

» Mit einer starkeren Invariante wird der Beweis immer
funktionieren
» Mit einer schwacheren Invariante wird der Beweis zwar

scheitern, uns aber einen guten Hinweis darauf geben, was uns
in der Invariante fehlt



Invarianten wahlen

Das eroffnet zwei Herangehensweisen
1. Alle giiltigen Zusicherungen verwenden
» Beweis klappt garantiert (wenn sich die Aussage beweisen
|dsst)
» Beweis wird langer und komplizierter
» Es kann mitunter sehr schwierig sein alle geltenden
Zusammenhange zu finden

Invarianten wahlen

Die beste Herangehensweise ist ein Mittelweg:

» Mit Aussagen starten, bei denen man bereits vorher vermutet,

dass man diese benotigen wird (natiirlich nur giiltige)

» Wenn der Beweis scheitert, um die notigen Aussagen
verstarken und wiederholen bhis er gelingt

Invarianten wahlen

Das eroffnet zwei Herangehensweisen
1. Alle giiltigen Zusicherungen verwenden
» Beweis klappt garantiert (wenn sich die Aussage beweisen
dsst)
» Beweis wird langer und komplizierter
» Es kann mitunter sehr schwierig sein alle geltenden
Zusammenhange zu finden
2. Mit einer schwacheren Zusicherung starten und bei Bedarf
verstarken

» Beweis ist kiirzer und einfacher
» Rechnungen miissen u.U (mehrfach) wiederholt werden

Invarianten wahlen

Die beste Herangehensweise ist ein Mittelweg:

» Mit Aussagen starten, bei denen man bereits vorher vermutet,

dass man diese benétigen wird (nattirlich nur giiltige)

» Wenn der Beweis scheitert, um die notigen Aussagen
verstarken und wiederholen bis er gelingt

Was hilft um eine (moglichst) ideale Startaussage zu finden?
» Gutes Verstandnis von (imperativen) Programmen
» Ubung und Erfahrung
» Die folgenden Tipps



Die Besten Invarianten Finden - 10 Tipps

Tipp 0

Die Besten Invarianten Finden - Definitionen

Im Folgenden verwenden wir diese Variablen:

X - Ergebnisvariable, liber die wir etwas Beweisen wollen
3% - Fiir zusatzliche Berechnungen

i - Schleifenzahler

n,m - Programmeingaben, die mit read() eingelesen werden
k - Zusaztliche Hilfsvariable

/ - Schleifeninvariante

Wir gehen auBerdem davon aus, dass alle Variablen entsprechend
des Beispiels initialisiert sind, ohne dass wir dies explizit angeben.
In der Regel sind x, v, i dabei 0.

-

Tipp 1



Die Besten Invarianten finden - Tipp 1

I

WP[x=x+2](f'20)_i20m
~

WP[i=i+1](i>0)=i+1>0
=i/>-1

Die Besten Invarianten finden - Tipp 1

x>0
yGSr- "
X:an ==
I=i+1

X=x++2

Die Besten Invarianten finden - Tipp 1

120 =5 (I#nANi>=1)V(i=nAx=2n)

Warum konnen wir das nicht zeigen?
» Wir wissen nichts iiber x

» Also muss eine Aussage Uber x in die Invariante

Die Besten Invarianten finden - Tipp 1

x>0 =~ (i;én/\x>—2)\/(i=
e

Warum konnen wir das nicht zeigen?
» Weil unsere Informationen uber x in der Schleife zu unprazise
sind
» Wir benctigen eine genauere Aussage uber den Wert von x
innerhalb der Schleife



Die Besten Invarianten finden - Tipp 1

Tipp 2

Die Besten Invarianten finden - Tipp 1

Tipp 1

Wir benotigen eine Aussage liber den Wert der Variablen, uber die
wir etwas beweisen wollen (x) in der Schleifeninvariante. Die
Aussage muss dabei mindestens so prazise (#, >, <,=) sein, wie

die Aussage, die wir beweisen wollen.

Die Besten Invarianten finden - Tipp 2

x—i3k
k=0

yes

X = i3kl—

k=

no

=]

y=y+3

X=x+y




Die Besten Invarianten finden - Tipp 2 Die Besten Invarianten finden - Tipp 2

WP[x = x + yl(x = > 3k) =x+y=) 3k WP[x = x + yl(x = > 3k) =x+y=> 3k
k=0 < k=0 k=0 k=0
—x=Y"3k_y =x=)» 3k-y
k=0 k=0

WPLy =y +3](x = _3k—y) x=> 3k—y-3
k=0

k=0

Die Besten Invarianten finden - Tipp 2 Die Besten Invarianten finden - Tipp 2

WP[x = x +y](x = ) _ 3k) =x+y=)Y 3k
k=0 k=0
k=0 k=0
WPLy =y +3l(x=>_3k—y) =x=3 3k-y-3
k=0 k=0

WPli=i+1](x=) 3k—y—-3) =x=> 3k-y-3

k=0 k=0



Die Besten Invarianten finden - Tipp 2

i+1

X—Z3k e X—Ze.k y—3

Warum konnen wir das nicht zeigen?
» Wir wissen nichts uber y

» Also muss eine Aussage iiber y in die Invariante

O

Die Besten Invarianten finden - Tipp 2

i—1 i—1

WPy =y +3](x =Y 3k Ay =3i) =x= 3k®:3i

i—1

Die Besten Invarianten finden - Tipp 2
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k=0

Die Besten Invarianten finden - Tipp 2

i—1

WPLy =y +3](x =Y _3k Ay =3i)
k=0

i—1
WP[i =i+ 1](x = Z3k/\y =3(i—1))
k=0
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3kny+3=3i
3kny=3i—-3

3kny=3(i—-1)

Z kANy=3i



Die Besten Invarianten finden - Tipp 2

yes no

X = i3k
k=0

Die Besten Invarianten finden - Tipp 2

WPIx = x+yl(x => 3k)=x+y=> 3k
k=0 k=0

Ex=i3k*y
k=0

WPy = i*3](x=> 3k—y)=x=> 3k—3i
k=0 k=0

k=0
WP[i = i+ 1](x = ! 3k) = x = g 3k
k=0 k=0

Die Besten Invarianten finden - Tipp 2

WP[x = x+yl(x=> 3k)=x+y=> 3k
k=0 k=0

Die Besten Invarianten finden - Tipp 2

WP[x =x+yl(x=> 3k)=x+y=> 3k
k=0 k=0

Exzil"kfy
k=0



Die Besten Invarianten finden - Tipp 2

i—1

WP|[y=y+3]](x=Z3k/\y=3i)

k=0

Tipp 3

i—1
x=Y 3kAy+3=3i
k=0

i—1
x=> 3kAy=3i—3
k=0

i—1
x=Y 3kAy=3(i—1)
=0

Die Besten Invarianten finden - Tipp 2

i—1 i—1

WPly =y +3](x=> 3kAy=3i) =x=3 3kAy+3=3i
k=0 k=0
i—1

x=> 3kAy=3i—3
k=0

i—1
X:ZSk/\y:3(i—1)
k=0

Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

X=x4+2xy




Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

Wir machen eine Tabelle:

#]0[1[2] 3] 4
i [0[1]2] 3] 4
x| 2| 4[8[20]68 _
y |1]1]2] 624 = !

Welche Formeln gelten nun fur x und y?

Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

Wir machen eine niitzlichere Tabelle:

#1101 2 3
i |01 2 3
x | 2
y |1

Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

Wir machen eine Tabelle:

#1012 3| 4 5 6 8
i (01|12 3| 4 5 6 8
x | 248|200 | 68 | 308 | 1748 | 11828 | 92468
y |1]1(2] 624|120 | 720 | 5040 | 40320

Welche Formeln gelten nun fur x und y?

Die Besten Invarianten finden - Tipp 3
= x f—Q -

Wir machen eine niitzlichere Tabelle:

#1011 2 3
[0 1 2 3
X 2@

+2 %1




Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

Wir machen eine niitzlichere Tabelle:

#1101 2 3
i |01 2 3
x | 2|2

+2=%x1
y [ 1]1

Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

Wir machen eine niitzlichere Tabelle:

# 0|1 2 3
i (01 2 3
x [2]2 2 2
+2x1 | +2x%x1 +2x1
+2%1%2 | 42%1%2
+2%x1%2%3
y [ 1]1 1%2

Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

Wir machen eine nutzlichere Tabelle:

#1101 2 3
i |01 2 3
x |22
+2%1
_-—-—"'-—
TN
y |1

\_/)
/\

Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

Wir machen eine niitzlichere Tabelle:

#1011 2 3
i |01 2 3
x| 2]2 2 2
+2%1 | +2x%1 +2=%1
42412 | 42+ 1%2
+2%x1%x2%3
y [1]1 1x2 1%2%3




Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

Wir machen eine niitzlichere Tabelle:

#1101 2 i
BT €y © )
x |22 i 2 7
+2%1 | +2x1 +2x1 +2 %1
+2x1 +2%1x2 o | 2% 1% 2
+2*1*2C--- +2x1%2%3
+2*1*-@
y | 1]1 1x2 1%2%3

Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

Jetzt noch eine - -

--freie Darstellung finden

1#2%3%---%]

Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

Wir machen eine nutzlichere Tabelle:

#1101 2 3 I
i 101 2 3 I
x |22 2 2 2
+2%1 | +2=%1 +2x%1 +2x%1
421 %2 | 42%1%2 +2%1%2

+2%x1%x2x%3 +2%x1%2%3

2% Ls--nxf

y |11 1x2 1%x2x%3 Ix2% 3% ki

Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

Jetzt noch eine - -

1%2%3%---

--freie Darstellung finden

2+(2*1)+(2*1*2)+Q*1*2*3)+--'

x[f=il=y

1%2%3%---%1)




Die Besten Invarianten finden - Tipp 3 Die Besten Invarianten finden - Tipp 3

Jetzt noch eine - - - -freie Darstellung finden Jetzt noch eine - - - -freie Darstellung finden
1%2%3%---xi=fl=y 1%2%3%--.xi=il=y
24 (2%1)+(2%1%«2)+ (2% 1%2%3)+ -+ (251 %x2%3%--- %) 24+ (2%x1)+(2%1%x2)+ (2% 1%2%3)+-+- + (2% 1 %2% 3% %)
= 2% (L+14+(1%2)+(1%2%3)+ -+ (12«3 %---x1)) = 2% (1+1+(1%2)+(1%2%3)+ -+ (12%3%---x1))
2, 37/ £ - 7! = 2% (01 4+ 114214314 4i1)
Die Besten Invarianten finden - Tipp 3 Die Besten Invarianten finden - Tipp 3
i
Jetzt noch eine - - - -freie Darstellung finden X = 22 kIAy =il
1%2%3%---xi=il=y k=0
n no
x=2) K
24(2%1)+ (241 %2)+ (2% 125 3)+ -+ (2L %2 3%--- %) =0
=2x(14+1+(1%2)+(1%2x3)+ -+ (1%x2%3%--- %)) I=i+1
= 25 (00 4+ 11420+ 314 4 1)
i =y
:2*Zk!:x y—J
k=0
X=x+2x%y




Tipp 4

(D
>

Die Besten Invarianten finden - Tipp 4

Warum kann die Invariante x = 2i2 — 32 niemals ausreichen um
x = 2n? 4 16|n| zu beweisen?

. =

s =24LR_30

Die Besten Invarianten finden - Tipp 4

Warum kann die Invariante x = 2/2 — 32 niemals ausreichen um
x = 2n? + 16|n| zu beweisen?

Die Besten Invarianten finden - Tipp 4

Warum kann die Invariante x = 2/2 — 32 niemals ausreichen um
x = 2n? + 16|n| zu beweisen?

Betrachten wir die WP-Berechnung an der Verzweigung:

x=22-32 =& (i=kAx=2n2+16|n)) V(...)

Aus x = 2/ — 32 und i = k konnen wir x = 2k? — 32 folgern, aber
wir wissen nicht, wie wir x = 2n? + 16(n| dahin umformen kdnnen.

» Es fehlt eine Beziehung von n zu i oder k.



Die Besten Invarianten finden - Tipp 4

Gibt es eine Beziehung von n zu i oder k?

x = 2n% +16/n|

Die Besten Invarianten finden - Tipp 4

k=|n|+4Ax=2"—-32 = i=kAx=2n+16/n|
=|n=k—-4Ax=2"-32 = =k

Ax=2(k —4)+ 16k — 64

Die Besten Invarianten finden - Tipp 4

Gibt es eine Beziehung von n zu i oder k?

k=|n+4nx=2%-320)

x = 2n? +16|n|

Die Besten Invarianten finden - Tipp 4

k=|n+4Ax=27-32 = i=kAx=2n"+16|n|
n|=k—-4Ax=2%-32 = i=k

Ax =2(k —4)* + 16k — 64
=|n=k—-4Ax=27-32 = i=kAx =0k} 32

f—




Die Besten Invarianten finden - Tipp 4

Tipp 4

Die Variablen, die zur Berechnung von x im Beweisziel verwendet
werden und diejenigen, die dazu in der Invariante verwendet
werden, mussen in Beziehung stehen. Wenn diese Beziehung nicht
aus der Verzweigungsbedingung folgt, miissen weitere Aussagen
zur Invariante hinzugefiigt werden.

Tipp b

Die Besten Invarianten finden - Tipp 4

k=|n+4Ax=27-32 = i=kAx=2n"+16|n|
=|n=k—-4Ax=27-32 = i=k
Ax =2(k —4)? + 16k — 64
In|=k—4Ax=27-32 = i=kAx=2k—32

Die Besten Invarianten finden - Tipp 5

WP[x =x+2](x =2)=x+2=2]
= x=2(i—1)

WPli =i+ 1](x =2(i — 1)) =x = 2i



Die Besten Invarianten finden - Tipp 5

x=2i = (f<n@
ey -..._‘_/'

Die Besten Invarianten finden - Tipp 5
x=20 == (i<nAx=2i)V(i>nAx=2n)

Warum konnen wir das nicht zeigen?
> wir wissen am Schleifenausgang nur, dass i > n und konnen
deshalb nicht x = 2n zu x = 2/ umschreiben
» wir benotigen die Aussage, dass dort genau i = n gilt

Wir verstarken die Aussage (WP):
(i<nAx=2)V(i>nAx=2n)

O@/

e —

———

Die Besten Invarianten finden - Tipp 5
x=2 = (i<nAx=2)V(i>nAx=2n)

Warum konnen wir das nicht zeigen?
> wir wissen am Schleifenausgang nur, dass / > n und konnen
deshalb nicht x = 2n zu x = 2/ umschreiben
» wir benotigen die Aussage, dass dort genau i = n gilt

Die Besten Invarianten finden - Tipp 5

.7 S
X=2i = x=2iNi<n



Die Besten Invarianten finden - Tipp 5 Die Besten Invarianten finden - Tipp 5

x=2I =5 x=2iANi<n

Warum konnen wir das dennoch immer noch nicht zeigen?

» weil uns jetzt ein / < n in der Invariante fehlt

Die Besten Invarianten finden - Tipp 5

WP[x =x+2J(x=2iAi<n)=x+2=2iAi<n
=x=2(—-1)Ai<n

WP[i=i+1)(x=2(—1)Ai<n)=x=2iAi<n

Tipp 6



Die Besten Invarianten finden - Tipp 6

Betrachten wir noch einmal das Programm:

yes no

r=1+1

/] \
x%x+2

» Berechnet dieses Programm uberhaupt x = 2n fur negative n?

Die Besten Invarianten finden - Tipp 6

no yes

oA m<n(

yes

|

no

TV—‘,

Die Besten Invarianten finden - Tipp 6

|

m=re

0<m<n
OEPY;

LA m <

yes . no
‘I—VT



Die Besten Invarianten finden - Tipp 6 Die Besten Invarianten finden - Tipp 7

Die Schleife enthalt keinen klassischen Schleifenzahler (/).

Wie lasst dennoch eine Beziehung zwischen den Variablen

) herstellen und eine Invariante definieren?
Tipp 6 . ) ) i
. . » Wir denken uns einen Schleifenzahler &
Werden Programmeingaben begrenzt, z.B. durch Ziehen von ) o ) o )
B .. . .. » AnschlieBend setzen wir die relevanten Variablen mit diesem in
Betragen, vorzeitigen Programmabbruch bei unerwiinschten

Eingaben oder durch gegebene

Information tber die W bevariablen (n,m,...), die > Dann Iésen wir nach ¢ auf und setzen ein
innerhalb der Schleife qulassig sind, jn der Invariante sinnvoll sein.

usicherungen, so kann die Beziehung

Die Besten Invarianten finden - Tipp 7 Die Besten Invarianten finden - Tipp 7

Was fallt in diesem Programm auf?

Die Schleife enthilt keinen klassischen Schleifenzahler (7).

Wie lasst dennoch eine Beziehung zwischen den Variablen
herstellen und eine Invariante definieren?

» Wir denken uns einen Schleifenzahler &

» AnschlieBend setzen wir die relevanten Variablen mit diesem in
Beziehung

» Dann losen wir nach § auf und setzen ein




Die Besten Invarianten finden - Tipp 7

x=m? % Tipp8

y=y—8

X = X*X

Die Besten Invarianten finden - Tipp 8 Die Besten Invarianten finden - Tipp 8

Wie konnte hier eine Invariante aussehen?

Wie konnte hier eine Invariante aussehen?

#]0[1 21345 6] 7] 8] 9

ool d2 2] 3] 3] 4| 4

x |[0[1([4]5)8[9[12][13]16 17
S——




Die Besten Invarianten finden - Tipp 8

Wie konnte hier eine Invariante aussehen?

#10(1,2|3|4|5|] 6| 7] 8| 9
ro0foj1 (12|12 3| 3| 4| 4

x 0|1 819112 |13 |16 | 17
dSe= 41 ¢ b

Die Besten Invarianten finden - Tipp 8

Wie konnte hier eine Invariante aussehen?

#

9
4
1

OoO|lWw|l o
W~
O &~ 0

= =ol =
G| = =W
Ol =N o

[sclian] SR

O~

[ss]Nan] Na i an)

;
b
X 12 113 | 16 | 17

(6= O3 = 4?) A(L A2 =441

Die Besten Invarianten finden - Tipp 8

Wie konnte hier eine Invariante aussehen?

()

Die Besten Invarianten finden - Tipp 8

Wie konnte hier eine Invariante aussehen?

(b=0 = x=4i)
Ab#0 = x=4i+1)

yes




Die Besten Invarianten finden - Tipp 8

Wie konnte hier eine Invariante aussehen?

(b=0 = x=4i)
Ab#0 = x=4i+1)

Die Besten Invarianten finden - Tipp 8

Wie konnte hier eine Invariante aussehen?

(b=0 = x=4i)
AMb#0 = x=4i+1)

yes

Die Besten Invarianten finden - Tipp 8

= x =3k x2/7K)

yes no

yes no
X = XxX*2 x=x+3

Die Besten Invarianten finden - Tipp 8

Wie konnte hier eine Invariante aussehen?
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Tipp 9

Die Besten Invarianten finden - Tipp 9




Die Besten Invarianten finden - Tipp 9

Tipp 9
In einem Terminierungsbeweis wir Avesage @iber r in der
Invariante benotigt. Es gilt dabei irmfer die fur r ermittelte

Berechnungsvorschrift.

@2‘) v G 4l — A

Die Besten Invarianten finden - Tipp 10

mm erneut.
Was muss Tiir A und B gezeigt werden um Terminierung zu
beweisen?

» A= r>0

» B = r>4n—4i —k

Die Besten Invarianten finden - Tipp 10

Wir betrachten das Programm erneut.

Was muss fiir A und B gezeigt werden um Terminierung zu
beweisen?
> A= r>0

» B — r>4n—4i—k

Die Besten Invarianten finden - Tipp 10

Wir betrachten das Programm erneut. Q

Was muss fiir A gezeigt werden um Terminierung zu
beweisen?

— ——————

» A= r>0
» B = r>4n—4i—k
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WP[k < 3)(r > 4n—4i—4,r>4n—4i —k -1
E(k23/\r>4n—4f‘\/(k<3/\r>4n—4 —k—1)

Welche Moglichkeiten haben wir hier, um die beiden Seiten in die
gleiche Form zu bekommen?

Die Besten Invarianten finden - Tipp 10

WP[r =4n— 4/ — k](r = 4n — 4i — k) = true
= r>4n—-4i—- k=B

WPk =k +1](r >4n—4i—k)=r>4n—4i — k-1

3

WPli=i+1](r>4n—4i—k)=r>4n—4i — k — 4

WPk =0](r >4n—4i—k—4)=r>4n—4i — 4

Die Besten Invarianten finden - Tipp 10

WP[k < 3](r > 4n—4i —4,r > 4n—4i — k — 1)
=(k>3Ar>4n—-4i—4)v(k<3Ar>4n—4i—k—1)

Welche Moglichkeiten haben wir hier, um die beiden Seiten in die
gleiche Form zu bekommen?

Konnen wir die —4 in der linken Klammer irgendwie in —k — 1
umschreiben?

» Ja, wenn wir wiissten, dass dort kK = 3 gilt.

» Betrachtet man das Programm, wird klar, dass dort
tatsachlich immer k = 3.

» Also Verstarken wir ...

Die Besten Invarianten finden - Tipp 10

WP[r =4n—4i — k](r = 4n — 4i — k) = true

—
=
WPk =k +1](r >4n—4i—k)=r>4n—4i — k-1

— r>4n—-4i— k=B

WP[i=i+1](r>4n—4i—k)=r>4n—4i— k—4

WPk =0](r >4n—4i—k—4)=r>4n—4i — 4
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WP[k <3](r >4n—4i—4,r >4n—4i — k—1)
=(k>3Ar>4n—4i —4)V(k<3Ar>4n—4i — k—1)

=2 O

Die Besten Invarianten finden - Tipp 10

WP[i < n](true,r > 4n —4i —k—1A k <3Ai<n)
=(>nVv(i<nAr>4n—4i—k—-1Nk <3)
— (iznAr>4n—4i — k- 11Nk <3)
V(ii<nAr>4n—4i—k —1Ak<3)

Die Besten Invarianten finden - Tipp 10

WPLi < n](true,r > 4n—4i —k—1Ak <3Ai<n)
=(=mV(i<nAr>4n—4i—k -1ANk<3)
—— —_——

Die Besten Invarianten finden - Tipp 10

WP[i < n](true,r > 4n—4i — k — 1 A k< )
== r > 4n —4i — k — 1 A%
— (iZznAr>4n—4i—k—-1Nk<3)

Vii<nAr>4n—4i—k—-1Ak <3)
=r>4n—-4i—-k—-1nk<3
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r=4n—-4—k =5 r>4n—4i —k—-1ANk<3

=r>4n—4i—k—-1ANk<BAi<n

Warum konnen wir das nicht zeigen? Ar=n

» Weil uns ein kK < 3 in der Invariante fehlt.

yes
» Hatten wir das erahnen konnen?

» Warum bendtigen wir nichts iiber i und n in der Invariante?

Die Besten Invarianten finden - Tipp 10 Die Besten Invarianten finden - Tipp 10

r=4n—4i—krn k<3

Tipp 10

Fur die Terminierung benotigen wir Aussagen uber alle Variablen in
der Invarianten, die fiir die Berechnung von r bendtigt werden und
uber die sich keine starken Beziehungen aus der Schleifenbedingung
folgern lassen (wobei “stark” hier mindestens <, > meint).

=r>4n—4i —k—-1Ak<3Ai<n
ey |

yes
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Tipp 10
eispiel 1 Fiir die Terminierung bendtigen wir Aussagen iber alle Variablen in
der Invarianten, die fiir die Berechnung von r benotigt werden und
uber die sich keine starken Beziehungen aus der Schleifenbedingung
folgern lassen (wobei “stark” hier mindestens <, > meint).

Die Besten Invarianten finden - Tipp 10 Die Besten Invarianten finden - Tipp 10

r=4n—4i— kN k<3

WP[k < 3](r > 4n— 4i —4,r > 4n — 4i — k — 1)
=(k>3Ar>4n—4i —4)Vv (k<3Ar>4n—4i—k—1)
= (k=3Ar>4n—4i —4)Vv(k<3Ar>4n—4i —k—1)
=(k=3Ar>4n—-4i—k—-1)V(k<3Ar>4n—4i—k—1)
=r>4n—-4i—k—-1/Ak<3
— r>4n—4i—k—-1Ak<3AI<n=A

A=r>4n—4i—k—-1ANk<3Ai<n




Die Besten Invarianten finden - Tipp 10 Praktische Beispiele - Beispiel 1

WP[i < n]|(true,r >4n —4i —k—1Ak <3Ai<n) Was lasst sich sofort uber die Invariante sagen?
=(i>mv(i<nAr>4n—4i—k—-1ANk<3)
< (iznAr>4n—4i—k—-1Nk<3)

\/(i<n/\r>4n4fk1/\k®

Praktische Beispiele - Beispiel 1 Praktische Beispiele - Beispiel 1
41 0 1 2 3
i| (0 1 2 3
y | 0 0
\/FO?-‘fjc +1

Was lasst sich sofort liber die Invariante sagen?

Il
oo

Il

—

Y+
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#] 0 1 2 3
i 0 (1] 2 3
vy | 0 0 0
+1 +1
WRivs D
| &) @
X 0 0
+1+1
Praktische Beispiele - Beispiel 1
Z o 1 2 3
] 0 1 2 3
vy | o 0 0 0
+1 +1 +1
+3 +3
+5
=0 =1 =4 =9
X 0 0 0
+1+1 )| +1+1
+4+1

Praktische Beispiele - Beispiel 1

#1 0 1 2 3 4
i 0 1 C3) 3 4
y| 0 0 0
+1 +1
. +3
~+ 4 A
=0 -1 — 4
X 0 0 0
F141| 4+1+1
+4+ 1
Praktische Beispiele - Beispiel 1
#1 0 1 2 3 4
i 0 1 2 3 4
y | 0 0 0 0 0
+1 +1 +1 +1
+3 +3 +3
+5 +5
+7
=0 =1 =4 =9 =16
X 0 0 0 0
+1+1 | +14+1 | +1+1
+4+1 | +4+1
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# 0 1 2 3 4 i
i 0 1 2 3 4 i
y | 0 0 0 0 0 0
+1 +1 +1 +1 +1
+3 +3 +3 +3
+5 +5 +5
+7 +7
=0 -1 —4 =9 :(@ — 2
x| 0 0 0 0 0
$1+1 | 4141 | 4+141] +1+1
Y441 | 4441 | +4+1
+9+1| 49+1
+16 + 1
4o -

Praktische Beispiele - Beispiel 1

Was lasst sich sofort liber die Invariante sagen?

» Wir brauchen eine prazise Aussage (=) tiber x (Tipp 1)
» Wir brauchen eine prazise Aussage (=) tiber y (Tipp 2)

» Wir erkennen die Zusammenhange mit einer Tabelle (Tipp 3)

Wir haben also:

Konnen wir noch mehr erkennen?

X=Zk2+f/\y=f2
k=0

Praktische Beispiele - Beispiel 1

Z1 0 1 2 3 4 i
il o 1 2 3 4 i
y 0 0 0 0 0 0
+1 +1 +1 +1 +1

+3 +3 +3 +3

(35 QS +5

T D g
=0} "1 =4 =9 =16 = /2

x 00 0 0 0 0
[ NS S I I NS N [ESTES  R  | +141

t4+1 | 4441 | +4+1 +4+1

+9+1| +9+1 +9+1

+16+1 +16 + 1

+i2+1

Praktische Beispiele - Beispiel 1
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Los geht's mit: !:Ex=Zk2+i/\y=f2/\y§n2
k=0

WP|[x=x—|—y—|—1]](x=Zk2+."/\y=f2/\y§n2)
k=0

Praktische Beispiele - Beispiel 1

Los geht's mit: !:Ex:Zk2+f/\y:f2/\y§n2
k=0

WP|[x:x+y+1]](x:Zk2+i/\y:f2/\y§n2)
k=0

1
Ex+y+1=Zk2+f/\y=i2/\y§n2
k=0

X=Zk2+i—y—1/\y=:’2/\y§n2
k=0

X Zkz—."2—|—(."—1)/\y:r'zf\ygn2
i-1

K4+(i—1)Ay=iPANy<n?
k=0

Il
x
Il

Praktische Beispiele - Beispiel 1

Los geht's mit: I:Ex=Zk2+i/\y=i2/\y§n2
k=0

WP[[x=x—|—y—|—1]](x=Zk2+f/\y=i2/\y§n2)
k=0

Ex—l—y—l—l:Zkz—i—f/\y:f'zf\ygn2
k=0
k=0

Praktische Beispiele - Beispiel 1

WP[i =i+ 1](x = '_ K2 +@y = ANy < ”2)
k=0

=x= ; K+iny=((+172Ay<n?

k=0
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i—1
WPli=i+1](x=> K +(i-1)Ay=7Fry <nd)
k=0

Ex:Zk2+f/\y:(f+1)2/\y§n2

k=0

WPly =y +2i+1](x =Y K +iny=(i+1>Ay < n?)
k=0

=x=Y KR+iry B A= #Tny <n?

k=0

Praktische Beispiele - Beispiel 1

|n|

WPy >=nxnl(x =3 K +iny =~y <nt.x=3 K +|n|)

k=0 k=1

E(y<n2/\x=Zk2+i/\y=i2/\y§n2)
k=0
[l
v(y2n2/\x:2k2+|n|)
k=1

= (y<n2/\x:Zk2+H\y:f2)
k=0

|
— pn2 — 2 _ 2
\/(u /\xkzlk + |n| Ay = i)

Praktische Beispiele - Beispiel 1 2
Lizseo Ay &n
i—1

WP[[.":J'+1]|(X:Zk2+(i—1)/\y:i2/\YSn2)

k=0
EX:Zk Ay =(i+1)2 Ay <n?
— k=D i
WEp—= P+ 1S KR+ iny=(+1)2 Ay <n?)

k=0
= -

X y-lzi/‘f/y:%r2é’ﬂ-l*—fa+;)i+l/\y§n2
0

x>
=l

K4+iny =i ANy <n?
=0

Il

x

I
=

Praktische Beispiele - Beispiel 1

;
(y<n2/\x:2k2+h\y:f2)

k=0
=n® Ax —@kz = i
vy A 2 @\y )
R

f;/ _ [A‘ﬂ/
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(J/<n2/\x—@k2@y—i2) (y<n2/\x=Zk2+i/\y=i2)

k=1

@ li
V(y=nAx= k2y=i2) \/(y=n2/\X=Zk2+|i|/\y=i2)

k=1 k=1

Warum konnen wir jetzt nicht weitermachen?
» Wir mussen die Betrage loswerden
» Das geht nur dann, wenn wir wissen, dass / > 0

» Wir verstarken die Invariante um 7 > 0

Praktische Beispiele - Beispiel 1

Ey<n2/\x:Lk‘+f/\y:iZ)
k=1

Beispiel 2
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Praktische Beispiele - Beispiel 2

Praktische Beispiele - Beispiel 2

Wie konnen wir die Berechnungsvorschrift fiir r bestimmen?

Mit einer Tabelle:

A 0] 1] 2[3[4[5]6[7]8]9]10][11]12]13
J o ojojojojojr|1]1|1] 1| 1] 2] 2
k)] o] 1] 2]3[4]5[0]1]2 4] 5] 0] 1

Praktische Beispiele - Beispiel 2

Wie konnen wir die Berechnungsvorschrift fiir r bestimmen?

Mit einer Tabelle:
# | 0| 1| 2(3|4|5|6|7|8|9]10|11 12|13

i | 0| 0] O
k | 0| 1| 2|3|4|5(0(1|2|3| 4| 5| 0] 1

o
o
o
—
—
—
—
—
—
3]
N

= G —67—lr



Praktische Beispiele - Beispiel 2 Praktische Beispiele - Beispiel 2 v L:_{k\ J:,,,A y [l_C_S/

Wie konnen wir die Berechnungsvorschrift fur r bestimmen?

Mit einer Tabelle: w—)
# 0 1 2134|5678, 9|10 11 13
I 0 0 o(ojofoj1/1]1|1 1 1 2 2
/k.\ 0 1 2|13/4|5/0|112|3 4 5 1

L
Einen streng monotonen Zahler konnen wir mit 6/ + k bauef.

Praktische Beispiele - Beispiel 2 Praktische Beispiele - Beispiel 2

WP[r =6n—6i —k](r=6n—6i —kAi<nAk<5)
=i<nAnk<5
— r>bn—6i—kAi<nAk<h

Was lasst sich sofort Uber die |nvasiante-sagen?

' B
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WP[r=6n—6i — k](r =6n—6i —kANi<nAk<5)
=i<nAk<5hH

— r>6n—-6i—kAi<nAk<h ' B

WP[i =i+ 1](B)
=r>6n—-6i—k—-6Ai+1<nAk<5H

WP[k=0](r >6n—6i —k —6Ai+1<nAk<5)
=r>6n—-6i—6Ai<n =C

WP[k = k + 1](B)

=r>6n—-6i—k—-1Ai<nAnk+1<5
=r>bn—-6i—k—-1Ai<nhnk<h =D

Praktische Beispiele - Beispiel 2

WP[k < 5](C, D)
=(k>5Ar>6n-6i—6Ai<n)
\/&/\r>6n—6i—k—1/\f§n/\k<5
= (k=5Ar>6n—6i—6Ai<n)
-___T/(k<5/\r>6n—6ifk71/\f<n)

Praktische Beispiele - Beispiel 2
J__'E-' = b b

WP[k < 5](C, D)
=(k>5Ar>6n—-6i—6Ai<n)
V(k<bAr>6n-—6i—k—1A7I<nAk<D5)

Praktische Beispiele - Beispiel 2

WP[k < 5](C, D)
=(k>5Ar>6n—-6i—6Ai<n)
V(k<S5Ar>6n—-6i—k—1Ai<nAk<Db)
= (k:5/\r>6n—6f<n)

V(k<bAr>=6 i k—1Ai<n)
=(k=5Ar>6n—6i i< n)

V(k<B5Ar>6n-6i—k—1Ai<n)
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WP[k < 5](C, D)
=(k>5Ar>6n—-6i—6Ai<n)
V(k<bAr>6n-—6i—k—1ANi<nAk<5)
— (k=5Ar>6n—-6i—6Ai<n)
V{k<bAr>6n—-6i—k—1Ai<n)
=(k=5Ar>6n-6i—k—1Ai<n)
V(k<b5Ar>6n—-6i—k—1Ai<n)

=r>6n—6i—k—1Ai<nAk<5H E:A_T>k>©

=26

Praktische Beispiele - Beispiel 2

WP[i == n](A, true)
=(i#nAr>6n—-6i—k—-1Ai<nANk<5)Vi=n
<= (i<nAr>6n—-6i—k—1Ak<5)
V(i=nAr>6n—-6i—k—-1Ak<D5)

Praktische Beispiele - Beispiel 2

WP[i == n](A, true)
=({#nAr>6n—6i—k—-—1Ai<nANk<B5)Vi=n

)

Praktische Beispiele - Beispiel 2

Damit haben wir:
» Unsere Invariante ist korrekt
» Zusicherungen in der Schleife sind lokal konsistent

» Beide Terminierungsbedingungen sind erfiillt
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Damit haben wir:
» Unsere Invariante ist korrekt

» Zusicherungen in der Schleife sind lokal konsistent

» Beide Terminierungsbedingungen sind erfullt

Jetzt missen wir noch zum Programmstart rechnen
» Das ersparen wir uns hier
» Wir erhalten vor n = read() die Zusicherung n >0
» Wir erhalten daher false am Startknoten

» Das Programm terminiert auch nur fur positive Eingaben

Beispiel 3

Praktische Beispiele - Beispiel 2

WP[i == n](A, true)
= #nAr>6n—6i—k—1Ai<nANk<5B5)Vi=n
= (i<nAr>6n—-6i—k—1Ak<5)
V({ii=nAr>6n-6i—k—-1Ak <5)

=r>6n—6i—k—-—1Ai<nAk<5bh
;rzﬁnﬁf'%f<n/\k<5 r



