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Unser Beispiel

Start
true

X =a=read();

a=Xx

y = b = read();

36

Frage

Wie beweisen wir, dass Zusicherungen lokal zusammen passen?

Teilproblem 1: Zuweisungen

Betrachte z.B. die Zuweisung: x = y+z;

Damit nach der Zuweisung gilt: x > 0,

muss vor der Zuweisung gelten: 1+ 2z > 0.
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Frage

Nachbedingung

Vorbedingung

Wie beweisen wir, dass Zusicherungen lokal zusammen passen?

Teilproblem 1. Zuweisungen

Betrachte z.B. die Zuweisung: x = y+z;

Damit nach der Zuweisung gilt: x > 0,

muss vor der Zuweisung gelten: 1y +z > 0.
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Nachbedingung

Vorbedingung



Allgemeines Prinzip

e Jede Anweisung transformiert eine Nachbedingung B in eine
minimale Anforderung, die vor Ausfiihrung erfiillt sein muss, damit
B nach der Ausfiihrung gilt.
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Frage

Wie beweisen wir, dass Zusicherungen lokal zusammen passen?

Teilproblem 1: Zuweisungen

Betrachte z.B. die Zuweisung: x = y+z;

Damit nach der Zuweisung gilt: x > 0, // Nachbedingung
muss vor der Zuweisung gelten: y+z > 0. // Vorbedingung
37

Allgemeines Prinzip

e Jede Anweisung transformiert eine Nachbedingung B in eine
minimale Anforderung, die vor Ausfiihrung erfiillt sein muss, damit
B nach der Ausfiihrung gilt.

e Im Falle einer Zuweisung x = e; ist diese schwichste

Vorbedingung (engl.: weakest precondition) gegeben durch
WP[x = e;] (B) = Ble/x]

Das heilt: wir substituieren einfach in B iiberall x durch e !l
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Allgemeines Prinzip

e Jede Anweisung transformiert eine Nachbedingung B in eine
minimale Anforderung, die vor Ausfiihrung erfiillt sein muss, damit
B nach der Ausfiihrung gilt.

e Im Falle einer Zuweisung x = e; ist diese schwachste

Vorbedingung (engl.: weakest precondition) gegeben durch
WP[x = e;] (B) = Ble/x]

Das heilt: wir substituieren einfach in B iiberall x durch e !l

39



Allgemeines Prinzip

e Jede Anweisung transformiert eine Nachbedingung B in eine
minimale Anforderung, die vor Ausfiihrung erfiillt sein muss, damit
B nach der Ausfiihrung gilt.

e Im Falle einer Zuweisung x = e; ist diese schwichste
Vorbedingung (engl.: weakest precondition) gegeben durch

WP[x = e;] (B) = Ble/x]

Das heilt: wir substituieren einfach in B iiberall x durch e !ll

e Eine beliebige Vorbedingung A fiir eine Anweisung s st
giiltig, sofern
A = WP[s] (B)

A impliziert die schwichste Vorbedingung fiir  B.
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Allgemeines Prinzip

e Jede Anweisung transformiert eine Nachbedingung B in eine
minimale Anforderung, die vor Ausfiihrung erfiillt sein muss, damit
B nach der Ausfiihrung gilt.

e Im Falle einer Zuweisung x = e; ist diese schwachste
Vorbedingung (engl.: weakest precondition) gegeben durch

WP[x = e;] (B) = Ble/x]

Das heilt: wir substituieren einfach in B iiberall x durch e !ll

e  Eine beliebige Vorbedingung A fiir eine Anweisung s st
giiltig, sofern
A = WP[s] (B)

A impliziert die schwichste Vorbedingung fiir  B.
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Beispiel
Zuweisung:
Nachbedingung:

schwichste Vorbedingung:
starkere Vorbedingung:

noch starkere Vorbedingung:

21

Beispiel
Zuweisung:
Nachbedingung:

schwichste Vorbedingung:

starkere Vorbedingung:

noch stirkere Vorbedingung:

41

X = X-y;
x>0

x—y >0
xX—y>2
x—y=3
X = X-¥;
x>0

x—y>0
xX—y>2
x—y=3



. im GGT-Programm (1): Zusammenstellung:

: Vx. B B
Zuweisung: X = X-V;
Nachbedingung: A x =read(); write(e);
schwichste Vorbedingung:
B B
Alx—y/x] = ggT(ab) = ggT(x —y,y)
= ggT(ab) =g8T(x,y) WP[;](B) = B
= A WP[x = e;](B) = Ble/x]
WP[x = read();](B) = V=x.B
WP[urite(e);](B) = B
42 44
Diskussion Orientierung
Start
. . .. . T true
e Die Zusammenstellung liefert fiir alle Aktionen jeweils die —

schwichsten Vorbedingungen fiir eine Nachbedingung B.

e  Eine Ausgabe-Anweisung andert keine Variablen. Deshalb ist da die
schwichste Vorbedingung B selbst.

e Eine Eingabe-Anweisung x=read(); &ndert die Variable x

auf unvorhersehbare Weise.

Damit nach der Eingabe B gelten kann, muss B vor der
Eingabe fiir jedes mégliche x gelten.
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Fiir die Anweisungen: b = read(); y = b; berechnen wir:

WPy = b;] (4) = Alb/y]
= ggT(ab) = ggT(x,b)

a7

Fiir die Anweisungen: b = read(); y = b; berechnen wir:

WP[y = b;] (A) = Alb/y]
= 88T(ab) = ggT(x,b)

N
Y
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Orientierung

3

true

X =a=read();

a
no ® yes
B A

=X

Fiir die Anweisungen: b = read(); y = b; berechnen wir:

WPy = b;] (A) = Afp/y]

= ggT(a,b) = ggT(x,b)

WP[b = read();] (ggT(a,b) = ggT(x,b))
= Vb.ggT(a,b) =ggT(x,b)
a=x

O
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Orientierung

Start
true
x=a readoa:x lo‘z;l_l_J/C))
\-a -

16

Fiir die Anweisungen: b = read(); y = b; berechnen wir:

WP[y = b;] (A) = Alb/y]
= 88T(ab) = ggT(x,b)
WP[b = read();] (ggT(a,b) = ggT(x,b))

= Vb .ggT(a,b) =ggT(x,b)

a=Xx

48

Fir die Anweisungen: b = read(); y = b; berechnen wir:

WPy = bi] (4) = A[p/y]
= g8T(ab) = ggT(x,b)

a7

Orientierung

46



Orientierung

Orientierung

Start

true

X =a=readl); /
a=X
y = b =read()

A;‘

no

=
=

Yy X

.WE

Stop
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Fir die Anweisungen: a = read(); x = a; berechnen wir:

WP[x = a;] (a =x) = a=a
= true
WP[a = read();] (true) = Va. true
= true
50
Teilproblem 2: Verzweigungen
l A
no yes
By By

Es sollte gelten:

. AN—-b= By und
° AANDb= By .
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Das ist der Fall, falls A die schwichste Vorbedingung der
Verzweigung:

WP[t] (Bo, B1) = ((=b) = Bo) A (b= By)

impliziert.
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Beispiel

Bp=x>yAy >0 Bi=y>xAx>0

Sei Db die Bedingung vy > x.

Dann ist die schwichste Vorbedingung:

Das ist der Fall, falls A die schwichste Vorbedingung der
Verzweigung:

WP[b] (Bo, B1) = ((=b) = By) A (b= Bi)

impliziert.

Die schwichste Vorbedingung kénnen wir umschreiben in:

WP[[I?]] (B[),Bl) = (I’JVBQ)/\(ﬁbVBﬂ
(ﬁb/\BU)V(b/\Bl)V(BuABl)
(mb A Bo) Vv (b A Bi)
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Beispiel
By=x>yAy >0 Bi=y>xAx>0

Sei b die Bedingung vy > x.
Dann ist die schwichste Vorbedingung:

(x>yAy>0)V(y>xAx>0)
= x>0Ay>0Ax#y
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Das ist der Fall, falls A die schwichste Vorbedingung der

Verzweigung:
WP[t] (Bo, B1) = ((=b) = Bo) A (b= By)

impliziert.

Die schwiachste Vorbedingung kdnnen wir umschreiben in:

WP[I’JH (8[1,81) = (bV B[})/\(ﬁbVBﬂ
(—\b N Bu) A (b/\ 31) A (B[) A Bl)
= (-bABy)V(bABi)

53

Beispiel
Bp=x>yAy >0 Bi=y>xAx>0

Sei Db die Bedingung vy > x.
Dann ist die schwichste Vorbedingung:

(x>yAy>0)Vv(y>xAx>0)
= x>0Ay>0Ax#y
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Beispiel
Bp=x>yAy>0 Bi=y>xAx>0

Sei b die Bedingung y > x.

WP A KOG AYD

Dann ist die schwichste Vorbedingung:

Beispiel
By=x>yAy >0 Bi=y>xAx>0

Sei b die Bedingung vy > x.

ALEDEH Y 7 XA X DO

Dann ist die schwichste Vorbedingung:



—

= Q’ua"py‘,’/xy>o

Beispiel
Bo=x>yAy>0

Sei b die Bedingung vy > x.
(D XY AX > AYDD

Dann ist die schwichste Vorbedingung:

TGN KDY A j)o
R29 N D20

‘-4\,‘;(/\‘«)>‘></\>(>O
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. im GGT-Beispiel

b = y>«x

Bi=y>xAx>0

“bAA = x>yAgeT(a,b) =geT(x,y)

bAA = y>xAgeT(ab)=ggT(x,

b A K\ qto/\/ﬁ

= (LVvs)a X

= A
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y)

Beispiel
Bp=x>yAy>0 Bi=y>xAx>0

Sei b die Bedingung y > x.
Dann ist die schwichste Vorbedingung:

(x>yAy>0)V(y>xAx>0)
= x>0Ay>0Ax#y

55

. im GGT-Beispiel
b = y>x
“bAA = x>yAgeT(a,b) =geT(x,y)
bAA = y>xAggT(a,b)=ggT(x y)
— Die schwichste Vorbedingung ist:

88T(a,b) = ggT(x, y)

... also genau A
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Orientierung
Start

true

a—=x
/es

A

- -

a=
y = b = read()
8]

n
x!=y

B
write(x); A ﬁ@—*

< A
Yes
y

S
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Orientierung
Start

true

a=Xx

58

Analog argumentieren wir fiir die Zusicherung vor der Schleife:

(-B':_ A A (XK= )

b = y#x

bAB = B /ARANKT Y
bAA =([Anx#y

— A J=(Anx=y)V(AAx #y) ist die schwichste
orbedingung fiir die Verzweigung.
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Zusammenfassung der Methode

e Annotiere jeden Programmpunkt mit einer Zusicherung.

e  Uberpriife fiir jede Anweisung s zwischen zwei Zusicherungen
Aund B, dass A die schwichste Vorbedingung von s fir B
impliziert, d.h.:

A = WP[s](B)

e  Uberpriife entsprechend fiir jede Verzweigung mit Bedingung b, ob
die Zusicherung A vor der Verzweigung die schwachste
Vorbedingung fiir die Nachbedingungen B und B; der
Verzweigung impliziert, d.h.

A = WP[b] (By, B)
Solche Annotierungen nennen wir lokal konsistent.
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1.2 Korrektheit

Fragen

e Welche Programm-Eigenschaften kénnen wir mithilfe lokal
konsistenter Annotierungen garantieren 7

o  Wie kdnnen wir nachweisen, dass unser Verfahren keine falschen
Ergebnisse liefert 77

Orientierung

58

Zusammenfassung der Methode

Annotiere jeden Programmpunkt mit einer Zusicherung.

Uberpriife fiir jede Anweisung 5 zwischen zwei Zusicherungen
Aund B, dass A die schwichste Vorbedingung von s fiir B
impliziert, d.h.:

A = WP[s](B)

Uberpriife entsprechend fiir jede Verzweigung mit Bedingung b, ob
die Zusicherung A vor der Verzweigung die schwichste
Vorbedingung fiir die Nachbedingungen By und By der
Verzweigung impliziert, d.h.

A = WP[b] (By, B1)

Solche Annotierungen nennen wir lokal konsistent.
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Zusammenfassung der Methode

Annotiere jeden Programmpunkt mit einer Zusicherung.

Uberpriife fiir jede Anweisung s zwischen zwei Zusicherungen
Aund B, dass A die schwichste Vorbedingung von s fir B
impliziert, d.h.:

A = WP[s](B)
Uberpriife entsprechend fiir jede Verzweigung mit Bedingung b, ob
die Zusicherung A vor der Verzweigung die schwachste

Vorbedingung fiir die Nachbedingungen B und B; der
Verzweigung impliziert, d.h.

A = WPJ[!] (Bo, By)

Solche Annotierungen nennen wir lokal konsistent.
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Erinnerung (1):

1.2 Korrektheit e In MiniJava kénnen wir ein Zustand o aus einer
Variablen-Belegung, d.h. einer Abbildung der Programm-Variablen
auf ganze Zahlen (ihren Werten), z.B.:

Fragen
g o={xw—5y— —42}

e Welche Programm-Eigenschaften kénnen wir mithilfe lokal
konsistenter Annotierungen garantieren 7

o  Wie kdnnen wir nachweisen, dass unser Verfahren keine falschen
Ergebnisse liefert 77
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Lo

Erinnerung (1): Beispiel:
e In MiniJava kdnnen wir ein Zystand
7 _ _ _ a = {x—5y~—2}
Variablen-Belegung, d.h. einef, Abbildung der Programm-Variablen B
auf ganze Zahlen (ihren Werte B.: 4 = (x>v)
Al5/x,2/y] = (5>2)
= true

e Ein Zustand o erfiillt eine Zusicherung A , falls
Alo(x)/x]zea

wir substituieren jede Variable in A durch ihren Wert in o

eine wahre Aussage ist, d.h. 3quivalent true.

Wir schreiben: oA
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Beispiel:

o = {x—5,y—2}
A = (x>y)
A5/x,2/y] = (5>2)

= ftrue
o = {x—5,y+— 12}
A = (x>y)
A5/x,12/y] = (5> 12)

= false
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Erinnerung (2):

Eine Programmausfilhrung 71 durchlduft einen Pfad im
Kontrollfluss-Graphen.

Sie beginnt in einem Programmpunkt g in einem
Anfangszustand 0p. und fiihrt in einen Programmpunkt 1y,
und einen Endzustand .

Jeder Schritt der Programm-Ausfiihrung fiihrt eine Aktion aus und
andert Programmpunkt und Zustand.
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Triviale Eigenschaften:

o E true fiir jedes o
o [ false fir kein o

o E A; und o E A ist Aquivalent zu
o AIAA

o = A; oder o = A ist 3quivalent zu
o E AVA
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Erinnerung (2):

Eine Programmausfiilhrung 7z durchl3uft einen Pfad im
Kontrollfluss-Graphen.

Sie beginnt in einem Programmpunkt 1y in einem
Anfangszustand oy. und fiihrt in einen Programmpunkt 1w,
und einen Endzustand .

Jeder Schritt der Programm-Ausfiihrung fiihrt eine Aktion aus und
andert Programmpunkt und Zustand.

— Wir kénnen 77 als Folge darstellen:

(10, 00)s1 (1, 01) - - - Sm (U, O )

wobei die s; Elemente des Kontrollfluss-Graphen sind, d.h.
Anweisungen oder Bedingungen ...
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Beispie|: Nehmen wir an, wir starten in Punkt 3 mit {x > 6,y 12}

Dann ergibt sich die Programmausfiihrung:

To= @{xHﬁ,yHlZ}) v = y-X;

x—=6,y—6}) Ix =y

X6,y 6}) write(x);
(6x —6,y— 6})




