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Allgemeines Prinzip

e Jede Anweisung transformiert eine Nachbedingung B in eine
minimale Anforderung, die vor Ausfithrung erfiillt sein muss, damit
B nach der Ausfiihrung gilt.
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Frage I% Yi e

Wie beweisen wir, dass Zusicherungen lokal zusammen passen?

Teilproblem 1: Zuweisungen

Betrachte z.B. die Zuweisung: x = y+z;

Damit nach der Zuweisung gilt: x > 0, // Nachbedingung
muss vor der Zuweisung gelten: y +2z > 0. // Vorbedingung
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Allgemeines Prinzip

e Jede Anweisung transformiert eine Nachbedingung B in eine
minimale Anforderung, die vor Ausfiihrung erfiillt sein muss, damit
B nach der Ausfiihrung gilt.

e Im Falle einer Zuweisung x = e; ist diese schwichste

Vorbedingung (engl.: weakest precondition) gegeben durch
WP[x = e;] (B) = Ble/x]

Das heilt: wir substituieren einfach in B iiberall x durch ¢ !l
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Beispiel Y — \JB -+ '2_
Zuweisung: x=
0

Nachbedingung: x>

schwichste Vorbedingung: @
starkere Vorbedingung: m ><

noch stirkere Vorbedingung:

LW=0 A =t
> A L%*::/l/\rt:Zl
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.im GGT-Programm (1): ... im GGT-Programm (2):
Zuweisung: X = X-V; Zuweisung;: y = y-X;
Nachbedingung: A Nachbedingung: A
schwichste Vorbedingung: schwachste Vorbedingung:
Alx—y/x] = ggT(ab) =ggT(x —y,y) Aly—x/y] = ggT(a,b) = ggT(x,y —x)
= §8T(a,b) = ggT(x,y) = 88T(a,b) = ggT(x,y)
= A = A
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Zusammenstellung:

Vx. B B Ble/x]
x = read(); write(e); X=e;
B B B
WP[;](B) = B
WP[x = e;](B) = | Ble/x]
WP[x = read();](B) =|Vx.B
WP[write(e);[(B) = B

36

Orientierung

Start

true
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Orientierung

38

Fiir die Anweisungen: b = read(); y = b; berechnen wir:

WP[y = b;] (A) = Afb/y]
= ggT(ab) = ggT(x,b)
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Fiir die Anweisungen: b = read(); y = b; berechnen wir:

WP[y = b;] (A) = Alb/yl
= 8T(a,b) = ggT(x,b)
WP[b = read();] (ggT(a,b) = ggT(x,b))
= Vb.ggT(a,b) =ggT(x,b)
a=x
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Orientierung
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Fiir die Anweisungen: b = read(); y = b; berechnen wir:

WP[y = b] ()

Alb/y]

y = g8T(a,b) = ggT(x,b)

WP[b = read();] (ggT(a,b) =

g8T(x, b))

= Vb.ggT(a,b) =ggT(x,b)

a=Xx
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Fiir die Anweisungen: a = read(); x

WP[x

]
2
e
—
=
Il
e
Il

read() ;] (true)

WP[a
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= a; berechnen wir:

a=a

true

Va. true

true



Orientierung Teilproblem 2: Verzweigungen
true
l A

no yeEs

B[) Bl

Es sollte gelten:

e AA-D= By und
e AAb=B.
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Das ist der Fall, falls A die schwichste Vorbedingung der Das ist der Fall, falls A die schwichste Vorbedingung der
Verzweigung: Verzweigung:

WP[[bﬂ (B[); Bl) = ((ﬁb) = BU) A (b =4 Bl) WP[[bﬂ (B[]; Bl) = ((ﬁb) = Bo) A (b = Bl)
impliziert. impliziert.

Die schwichste Vorbedingung kénnen wir umschreiben in:

WP[[b]] (B[),Bl] = (I’JVBU)/\(ﬁbVBl)
(=b A By) Vv (bA By) V (By ABq)
= (ﬁb/\Bg)\/(b/\Bl)




Beispiel
Bo=x>yAy >0 Bi=y>xAx>0

Sei b die Bedingung y > x.

Dann ist die schwichste Vorbedingung:
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. im GGT-Beispiel
b = y>x

“bANA = x>yngeT(a,b) =ggT(x,y)
bAA = y>xAggT(ab)=ggT(xy)
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Beispiel
Bo=x>yAy>0 Bi=y>xAx>0

Sei b die Bedingung vy > x.
Dann ist die schwichste Vorbedingung:

(x>yAy>0)V(y>xAx>0)
= x>0Ay>0Ax#y
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.im GGT-Beispiel
b = y>x
“bAA = x>yngeT(a,b) =geT(x,v)
bAA = y>xAgeT(a,b)=geT(x,y)
— Die schwichste Vorbedingung ist:

88T(a,b) = ggT(x,y)

... also genau A
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Orientierung
Start

true

a—=Xx

y = b = read();

A A

B " =~

LEXW buy
I
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Analog argumentieren wir fiir die Zusicherung vor der Schleife:

b = y#x

— A = (Anx=y)V(AAx #y) ist die schwichste
Vorbedingung fiir die Verzweigung.

.

Analog argumentieren wir fiir die Zusicherung vor der Schleife:

b = y#x

-bAB = B
bAA = AANx#y

PONTGE AR RSN
A"

— A = (AANx=y)V(AAx £ y) ist die schwichste
Vorbedingung fiir die Verzweigung.
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Zusammenfassung der Methode

e Annotiere jeden Programmpunkt mit einer Zusicherung.

o  Uberpriife fiir jede Anweisung s zwischen zwei Zusicherungen
Aund B, dass A die schwichste Vorbedingung von s fiir B
impliziert, d.h.:

A = WP[s](B)

e  Uberpriife entsprechend fiir jede Verzweigung mit Bedingung b, ob
die Zusicherung A vor der Verzweigung die schwichste
Vorbedingung fiir die Nachbedingungen By und Bq der
Verzweigung impliziert, d.h.

A = WP[b] (By, B1)
Solche Annotierungen nennen wir lokal konsistent.
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Erinnerung (1):

e In MiniJava kénnen wir ein Zustand o aus einer
Variablen-Belegung, d.h. einer Abbildung der Programm-Variablen
auf ganze Zahlen (ihren Werten), z.B.:

o ={x—5y— —42}
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Erinnerung (1):

e In MiniJava kdnnen wir ein Zustand ¢ aus einer
Variablen-Belegung, d.h. einer Abbildung der Programm-Variablen
auf ganze Zahlen (ihren Werten), z.B.:

o={x—5y— —42}
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Analog argumentieren wir fiir die Zusicherung vor der Schleife:

-bAB = B
bAA = AANx#y

— A = (AANx=y)V(AAx £ y) ist die schwichste
Vorbedingung fiir die Verzweigung.
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Erinnerung (1):

e In MiniJava kénnen wir ein Zustand o aus einer
Variablen-Belegung, d.h. einer Abbildung der Programm-Variablen
auf ganze Zahlen (ihren Werten), z.B.:

o={x~—5y— —42}

e Ein Zustand o erfiillt eine Zusicherung A , falls
A[u’(:r}/x]xe/l

wir substituieren jede Variable in A durch ihren Wert in o

eine wahre Aussage ist, d.h. dquivalent true.

Wir schreiben: o A.
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Beispiel: Beispiel:

o = {x—5,y~— 2} o = {x—=5,y~—2}
A = (x>y) A = (x>vy)
Abx,2/y] = (5>2) Al5/x,2/y] = (5>2)
= true = true
o = {xZ@//H@
A = x>y
Al5/x,12/y] = (5> 12)
= false
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Triviale Eigenschaften: Erinnerung (2):
o [ true fir jedes o

e Eine Programmausfilhrung 77 durchlduft einen Pfad im

o = false fiir kein o Kontrollfluss-Graphen.
e Sie beginnt in eineq Programmpunkt @ in einem
o E Ai und o E A ist dquivalent zu Anfangszustand‘und fiihrt in einen Programmpunkt@
und einen Endzustand
o | A1 N A
o e Jeder Schritt der Programm-Ausfiihrung fiihrt eine Aktion aus und
o | Ai oder o E A ist dquivalent zu N
andert Programmpunkt und Zustand.
o |— A1V Ay
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Erinnerung (2):

e Eine Programmausfithrung 7 durchlduft einen Pfad im
Kontrollfluss-Graphen.

e  Sie beginnt in einem Programmpunkt g in einem
Anfangszustand 0p. und fiihrt in einen Programmpunkt 1,
und einen Endzustand o,.

e  Jeder Schritt der Programm-Ausfilthrung fiihrt eine Aktion aus und

dndert Programmpunkt und Zustand.
— Wir kénnen 7 als Folge darstellen:

(ug, 00)s1 (1, 01) oo S (U, 0

wobei die  s; Elemente des Kontrollfluss-Graphen sind, d.h.
Anweisungen oder Bedingungen ...
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Nehmen wir an, wir starten in Punkt 3 mit {x —6,y+— 12}.

Dann ergibt sich die Programmausfiihrung:

i 3,{II—)6,y’|—) 12}) y = y-X;
L{x—6,y—6}) !&x!=73)
5,{Il—)6,yb—)6}) write(x);

6,{x 6,1+ 6})

[P —
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Beispiel:

Start

0

x=a=read();
y = b =read();
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