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Erweiterung der Gleichheit

Wir erweitern die Ocaml-Gleichheit = auf Werten auf Ausdriicke, die

nicht terminieren, und Funktionen.

Nichtterminierung
ey, e terminieren beide nicht
€1 = €7
Terminierung
e = ey = U2 U1 =02
€1 = €2
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Diskussion

e In Programmoptimierungen mochten wir gelegentlich Funktionen

austauschen, z.B.
comp (map f) (map g) = map (comp f g)

e  Offenbar stehen rechts und links des Gleichheitszeichens
Funktionen, deren Gleichheit Ocaml| nicht iiberpriifen kann

—

Die Logik bendtigt einen stirkeren Gleichheitsbegriff!
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Strukturierte Werte

01:'0!1 ...0;(205r

(01, 8) = (0., 0})

— =yl — =/
(] Uy =70

U110y = U Th
Funktionen

e1[v/x1] = ea[v/xp] fiir alle ©

fun x1 -> 1 = fun x» -> e

— extensionale Gleichheit
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Strukturierte Werte Wir haben:

U = Ua el U = Ui

e = v
(vll"'!vk)i(zjfl"'fv’k) e =0
vy = U U2 =0,
v U = V)Y Seien der Typ von  ¢y,e2 funktionsfrei. Dann gilt:
Funktionen o
e, =6 e;  terminiert
er[v/x1] = ex[v/xy] fiiralle © e1 =€y = true
fun x1 -> €1 = fun x2 -> e
€1 =ey —» true
— extensionale Gleichheit —
€1 =6 e; terminieren
Das entscheidende Hilfsmittel fiir unsere Beweise ist das ...
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Substitutionslemma Erweiterung der Gleichheit
e1=e2 Wir erweitern die Ocaml-Gleichheit = auf Werten auf Ausdriicke, die

ele1/x] = elea/x] nicht terminieren, und Funktionen.

Nichtterminierung
Wir folgern fiir funktionsfreie Ausdriicke e: o o
e1,6e terminieren beide nicht
e1=e eler/x] terminiert €1 =€
eler/x] =elez/x] = true Terminierung
ey = U1 €y = Uy U1 = U2
€1 = ez
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Diskussion

e Das Lemma besagt damit, dass wir in jedem Kontext alle
Vorkommen eines Ausdrucks e¢; durch einen Ausdruck e, ersetzen
kénnen, sofern e; und e; die selben Werte representieren.

e Das Lemma l3sst sich mit Induktion iiber die Tiefe der benétigten
Herleitungen zeigen (was wir uns sparen)

e  Der Austausch von als gleich erwiesenen Ausdriicken gestattet uns,
die Aquivalenz von Ausdriicken zu beweisen ...
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Zuerst verschaffen wir uns ein Repertoir von Umformungsregeln, die die
Gleichheit von Ausdriicken auf Gleichheiten anderer, mdglicherweise
einfacherer Ausdriicke zuriick fiihrt ...

Vereinfachung lokaler Definitionen

e1 terminiert

let x=e;ine = efe1/x]

Vereinfachung von Funktionsaufrufen

eg = funx->e¢ e1 terminiert

eger = eley/x]
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Zuerst verschaffen wir uns ein Repertoir von Umformungsregeln, die die
Gleichheit von Ausdriicken auf Gleichheiten anderer, méglicherweise
einfacherer Ausdriicke zuriick fiihrt ...

Vereinfachung lokaler Definitionen

e1 terminiert

let x=e¢; ine = efe1/x]

Zuerst verschaffen wir uns ein Repertoir von Umformungsregeln, die die
Gleichheit von Ausdriicken auf Gleichheiten anderer, méglicherweise
einfacherer Ausdriicke zuriick fiihrt ...

Vereinfachung lokaler Definitionen

e1 terminiert

let x=¢; ine = efe1/x]

Vereinfachung von Funktionsaufrufen




Deshalb haben wir:
eler/x] = e[v1/x] = v

Wegen der Big-step operationellen Semantik gilt dann aber:

letx=¢;ine — v und damit:
letx=e ine = ele1/x]
Fall 22 e[v/x] terminiert nicht.

Dann terminiert e[e; /x] nicht und auch nicht let x =e; ine.

Folglich gilt:
let x = ey ine = efe;/x]
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Regel fiir Pattern Matching
eo = ]
match epwith [|->e1 | | pm->em = &
ep terminiert eg = ejuél
match egwith [1->e; | x:x5->e; = ep)e}/x,eh/xs]
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Durch mehrfache Anwendung der Regel fiir Funktionsaufrufe kénnen wir
zusitzlich eine Regel fiir Funktionen mit mehreren Argumenten ableiten:

eg = funxp...x->¢ ey, ..., € terminieren

eper...ep = eler/x1, ..., ex/x

Diese abgeleitete Regel macht Beweise etwas weniger umstandlich.
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7.3 Beweise fiir MiniOcaml-Programme

Beispiel 1
let rec app = fun x -> fun y -> match x
with [1 -> ¥
| x::xs -> x :: app Xs y

Wir wollen nachweisen:

(1) app x [1 =x fir alle Listen x.

(2) app x (app y 2z) = app (app x y) z
fir alle Listen x, y, =z
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|dee: Induktion nach der Lange n von x

7.3 Beweise fiir MiniOcaml-Programme

n=20: Dann gilt: x = []
Beispiel 1
let rec app = fun x -> fun y -> match x Wir schlieBen:
with [1 -> ¥y
| x::xs ->x :: app xs ¥ app x [1 = app [1 [
= match [] with [J -> [0 | h::t ->h :: app t []

Wir wollen nachweisen: = ]
(1) app x [1 = x fiir alle Listen x. = X

(2) app x (app y z) = app (app x y) z

fiir alle Listen x, vy, =.
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|dee: Induktion nach der Linge 1 von x
7.3 Beweise fiir MiniOcaml-Programme _
n=20: Dann gilt: x = []
Beispiel 1
let rec app = fun x -> fun y -> match x Wir schlieRen:
with [J ->y
| x::xs -> x :: app %8 ¥ app x [1 = app (1 []
= match [] with [J -> [1 | h::t -> h :: app t []
Wir wollen nachweisen: = [
(1) app x [0 =x fur alle Listen x. = X

(2) app x (app y 2z) = app (app x y) z

fiir alle Listen x, y, =z.
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n>0: Dann gilt:

x = h::t wobei t Lingen—1 hat

Wir schlieBen:
app x [1 = app (h::t) []
= match h::t with [ -> [0 | h::t -> h :: app t []
= h ::appt []
= h:: t nach Induktionsannahme
= x
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Analog gehen wir fiir die Aussage (2) vor ...

‘n =0: Dann gilt:

Wir schlieRen:

app x (app y z)

x =[]

app LI (app y 2)
match [] with [1 -> appy z | h::t -> ...

app y z

app (match [] with [1 ->y | ...) =z
app (app [1 y) =z

app (app x y) z
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7.3 Beweise fiir MiniOcaml-Programme

Beispiel 1

let rec app = fun x -> fun y -> match x
with [1 ->y

| x::xs -> x :: app Xs ¥y

Wir wollen nachweisen:
(1)
)

fiir alle Listen x.

app x (app y z) = app (app x y) z

fiir alle Listen x, y, =z
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n>0: Dann gilt: % = h::t wobei t Ldngen—1 hat.

Wir schlieRen:

app x (app y z) app (h::t) (app y 2)
= match h::t with [1 -> [ | h::t -> h ::
app t (app y z)

= h :: app t (app v z)

= h :: app (app t y) z nach Induktionsannahme

= app (h :: app t y) =z
= app (match h::t with [] -> []
| h::t -=>h :: app t y) z
= app (app (h::t) y) =z
= app (app x ) z
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Diskussion Beispiel 2

e  Zur Korrektheit unserer Induktionsbeweise benétigen wir, dass die let rec rev = fun x -> match x
vorkommenden Funktionsaufrufe terminieren. with [] -> []

e Im Beispiel reicht es zu zeigen, dass fiiralle x, y ein v | x::xs -> app (rev xs) [x]
existiert mit: let rec revl = fun x -> fun y -> match x

with [1 -> ¥

| x::x8 -> revl xs (x::y)

app Xy —» U

... das haben wir aber bereits bewiesen, natiirlich ebenfalls mit

Induktion.
Behauptung %

0‘.1/P (rev x(} revl x }f fiir alle Listen x.

Allgemeiner n>0: Danngilt: x = h::t wobei t Langen —1 hat.

app (rev x) y = revl x y fiir alle Listen x, y.
Wir schlieBen (unter Weglassung einfacher Zwischenschritte):

Beweis: Indukti h der L3
nduktion nach der Linge 1 von x wop (rev 10y = app (rev (hiit) y
n=0: Dann gilt: x = [1. Wir schlieRen: = app (app (rev t) [h]l) ¥
app (rev x) y = app (rev [1) y = app (rev t) (app [h] y) wegen Beispiel 1
= app (match [] with [1 -> [1 | ...) ¥y = app (rev t) (h::y)
= app [l vy = revl t (h::y) nach Induktionsvoraussetzung
= . = revl (h::t) y
Q ) > i .
= match [] with [] -@ = revl xy
= revl []y
= revl xy
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Diskussion

e Wieder haben wir implizit die Terminierung der Funktionsaufrufe

von app, rev und revl angenommen.

e Deren Terminierung kdnnen wir jedoch leicht mittels Induktion
nach der Tiefe des ersten Arguments nachweisen.
e  Die Behauptung:

rev x = revl x []

folgt aus:

app (rev x) y = revl x y

indem wir: y = [] setzen und Aussage (1) aus Beispiel 1
benutzen.

Beispiel 3

let rec sorted = fun@—> match

with & xs -> (match!

| false -> false

| _ -> true

and merge = fun x -> fun y -> match (x,y)
with (O,y) -> ¥
[ (x,[1) ->x
| (x1::xs,yl::ys) -> (match x1 <= y1
with true -> x1 :: merge xs y

| false -> y1 :: merge x ys
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