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Hashing Universelles Hashing

Wie oft wird h(x) = h(y)?

Beweis.

@ Es gibt m*~1 Méglichkeiten, Werte fir die Variablen a; mit i # j zu
wahlen.

@ Fir jede solche Wahl gibt es genau eine Wahl fir a;, so dass
ha(x) = ha(y)-

@ Fir a gibt es insgesamt m* Auswahlméglichkeiten.

@ Also
mk=1 1

Pr(ha(x) = ha(y)] = =

H. Seidl (TUM) GAD SS16 168

Hashing Universelles Hashing

Familie fUr k-universelles Hashing

Definiere fur a € {1, ..., m— 1} die Hashfunktion

k
h;(x) = Z a~'x; mod m
i=1
(mitx; €{0,...,m—-1})

Satz
Fiir jede Primzahl m ist

H =(hy: aeil,...,m-1)

eine k-universelle Familie von Hashfunktionen.
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Hashing Universelles Hashing
Familie fur k-universelles Hashing
Beweisidee:
FUr Schltssel x # y ergibt sich folgende Gleichung:

ha(x) = ha(y)
hi(x) — hy(y) = Omodm

ZaH @@ = Omodm

i=1

Anzahl der Nullstellen des Polynoms in a ist durch den Grad des
Polynoms beschrankt (Fundamentalsatz der Algebra), also durch k—1.

Falls k < m koénnen also hochstens k — 1 von m — 1 moglichen Werten
fr a zum gleichen Hashwert flr x und y fOhren.

Aus Pr{h(x) = h(y)] < ™kTm=T) < k fo)gt, dass H' k-universell ist.
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YOI . ing with Linear Probing
Dynamisches Worterbuch
Hashing with Linear Probing:

neu 1 3 5 10 14 19
14 5 3 |19 1 10
Speichere Element e im ersten freien
Ort T[], Tl + 11, Tli+ 2], ... miti == h(key(e))
(Ziel: Folgen besetzter Positionen moglichst kurz)
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Hashing Universelles Hashing

Familie far k-universelles Hashing
Beweisidee:
Fur Schllissel x # y ergibt sich folgende Gleichung:

ha(x) = hi(y)
hi(x) — hy(y) = Omodm

Z a '(xi—y) = 0Omodm

i=1

Anzahl der Nullstellen des Polynoms in a ist durch den Grad des
Polynoms beschrankt (Fundamentalsatz der Algebra), also durch k—1.

Falls k < m koénnen also hochstens kK — 1 von m — 1 maglichen Werten
fir a zum gleichen Hashwert fir x und y fihren.

Aus Prih(x) = h(y)] < MkTm=1) < k folgt, dass H’ k-universell ist.

Hashing Hashing with Linear Probing
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Hashing with Linear Probing

Elem[m] T; // Feld sollte gentigend groB sein
void insert(Elem e) {
i = h(key(e));
while (T[i] # null A T[i] # €)
i =(i+1) % m;
T[] = e;
}

Elem find(Key k) {
i =hk);
while (T[i] # null A key(T[i]) # k)
i =(i+1) % m;
return T[i];

}
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Hashing Hashing with Linear Probing Hashing Hashing with Linear Probing

Hashing with Linear Probing Hashing with Linear Probing

Problem: Léschen von Elementen

@ Ldschen verbieten
Vorteil:

© Markiere Positionen als geléscht
(mit speziellem Zeichen # 1)
Suche endet bei L, aber nicht bei markierten Zellen

Es werden im Gegensatz zu Hashing with Chaining
(oder auch im Gegensatz zu anderen Probing-Varianten)

nur zusammenhangende Speicherzellen betrachtet. Problem: Anzahl echt freier Zellen sinkt monoton

— Cache-Effizienz! = Suche wird evt. langsam oder periodische Reorganisation
@ Invariante sicherstellen:

Fir jedes e € S mit idealer Position i = h(key(e)) und aktueller
Position j gilt:
T[i], Tli+1],--.,T[j] sind besetzt
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EET ] Hashing with Linear Probing Hashing Anpassung der TabellengroBe

Hashing with Linear Probing

Léschen / Aufrechterhaltung der Invariante

Dynamisches Worterbuch

L|jL|L 1453 (191 | 1L L1

NN

remove(3) ideale Pos.

Problem: Hashtabelle ist zu grof3 oder zu klein
(sollte nur um konstanten Faktor von Anzahl der Elemente abweichen)

LjLjL 1453|191 | L | L | L Losung: Reallokation
N ® Wahle geeignete TabellengroBe
@ Wahle neue Hashfunktion
1| L]|L |14 1L | 1|1 @ Ubertrage Elemente auf die neue Tabelle

\)(

5
{
L1141 4 1|1
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Hashing Anpassung der TabellengroBe Hashing Anpassung der TabellengroBe

Dynamisches Woérterbuch

Problem: TabellengroBe m sollte prim sein
(fir eine gute Verteilung der Schllissel)

Dynamisches Worterbuch

Problem: TabellengroBBe m sollte prim sein
(fir eine gute Verteilung der Schllissel)

Lésung:
@ Fr jedes k gibt es eine Primzahl in [k3, (k + 1)3]

Lésung:
o Fir jedes k gibt es eine Primzahl in [k3, (k +1)3]
@ Jede Zahl z < (k + 1)3, die nicht prim ist, muss einen Teiler

t < [(k+ 1) = (k + 1)%2 haben.

@ Fir eine gewlinschte ungefahre TabellengréBe m’ (evt. nicht prim)
bestimme k so, dass k® < m’ < (k +1)°

@ GrofBe des Intervalls:
(k+12°-k3+1=(k®+3k® +3k +1)—k®+1=3k?> +3k +2
e Firjede Zahlj=2,...,(k +1)%2
streiche die Vielfachen von jin [k3, (k + 1)3]

® Fiir jedes j kostet das Zeit ((k +1)> - k® + 1) /j € O(k?/j)
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@ Jede Zahl z < (k + 1)3, die nicht prim ist, muss einen Teiler

t < (k+1)3 = (k + 1)%2 haben.

@ Fir eine gewlinschte ungefahre Tabellengré3e m’ (evt. nicht prim)
bestimme k so, dass k% < m’ < (k +1)°
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GEENTPM  Anpassung der TabellengréBe

—

Dynamisches Worterbuch 6t D
@ Hilfsmittel: Wachstum der harmonischen Reihe O(-/qz 1 >

n

Inn < anzlf < 1+iInn

i=1

@ insgesamt:

2
y o(k—.) <k Y 0(1.)
2<j<(k+1)3/2 J 2<j<(k+1)3/2 /

k20 (In((k +1)%2))
O(k®Ink)
o(m)

m

m m

= Kosten zu vernachlassigen im Vergleich zur Initialisierung der
Tabelle der GroBe m (denn m ist kubisch in k)
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