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Graphen Graphtraversierung

Tiefensuche
Variablen:
@ int[] dfsNum;
@ inf[] finishNum;
@ int dfsCount, finishCount;

/I Explorationsreihenfolge
/I Fertigstellungsreihenfolge
I/ Zahler

Methoden:
@ init() {

@ root(Node s) {

dfsCount = 1; finishCount=1; }
dfsNum([s] = dfsCount;

@ traverseTreeEdge(Node v, Node w)
{ dfsNum[w] = dfsCGount; dfsCount++; }

@ traverseNonTreeEdge(Node v, Node w) { }

@ backtrack(Node u, Node v)
{ [finishNum[v] = finishCount;

dfsCount++; }

finishCount++; )
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Tiefensuche

Ubergeordnete Methode:

foreach (v € V)
Setze v auf nicht markiert;
init();
foreach (s € V)
if (s nicht markiert) {
markiere s;
root(s);
DFS(s,s);
}
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Tiefensuche

Ubergeordnete Methode:

foreach (v € V)
Setze v auf nicht markiert;
init();
foreach (s € V)
if (s nicht markiert) {
markiere s;
root(s);
DFS(s,s);
}
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Graphtraversierung

DFS(Node u, Node v) {
foreach ((v, w) € E)

if (w ist markiert)
traverseNonTreeEdge(v,w);

else {
traverseTreeEdge(v,w);
markiere w;
DFS(v,w);

}

backtrack(u,v);

}

Graphtraversierung

DFS(Node u, Node v) {
foreach ((v, w) € E)

if (w ist markiert)
traverseNonTreeEdge(v,w);

else {
traverseTreeEdge(v,w);
markiere w;
DFS(v,w);

}

backtrack(u,v);
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Graphen Graphiraversierung

Graphen Graphtraversierung

Tiefensuche DFS-Nummerierung

Beobachtung:

@ Knoten im DFS-Rekursionsstack (aktiven Knoten) sind bezliglich
dfsNum aufsteigend sortiert

Begriindung:
@ dfsCount wird nach jeder Zuweisung von dfsNum inkrementiert
@ neue aktive Knoten haben also immer die héchste dfsNum
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DFS-Nummerierung

Kantentypen:
@ Baumkanten: zum Kind
@ Vorwariskanien: zu einem Nachfahren
@ Rickwartskanten: zu einem Vorfahren
° . sonstige

DFS-Nummerierung

Beobachtung fur Kante (v, w):

Kantentyp dfsNum[v] < dfsNum[w] | finishNum[v] > finishNum[w]
Baum & Vorwarts ja ja
Rickwarts nein nein (umgekehrt)
nein ja
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Graphen Graphiraversierung

DAG-Erkennung per DFS

Anwendung:

@ Erkennung von azyklischen gerichteten Graphen
(engl. directed acyclic graph / DAG)

(11,8) O

(1,11)

(3,5)

@ keine gerichteten Kreise
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Graphen Graphtraversierung

DFS-Nummerierung

Beobachtung fur Kante (v, w):

Kantentyp dfsNum[v] < dfsNum[w] | finishNum][v] > finishNum[w]
Baum & Vorwarts ja ja
Ruckwarts nein nein (umgekehrt)

nein ja

H. Seidl (TUM) GAD S815

Graphen Graphtraversierung

DAG-Erkennung per DFS

Lemma

Folgende Aussagen sind aquivalent:
@ Graph G ist ein DAG.
@ DFS in G enthélt keine Rlickwértskante.
©Q VY(v,w) € E : finishNum[v] > finishNum[w]
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Graphen Graphtraversierung

DAG-Erkennung per DFS

Lemma

Folgende Aussagen sind aquivalent:
@ Graph G ist ein DAG.
© DFS in G enthélt keine Rlickwértskante.
@ VY(v,w) € E : finishNum[v] > finishNum[w]
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DAG-Erkennung per DFS

Lemma
Folgende Aussagen sind aquivalent:

@ Graph G ist ein DAG.

@ DFS in G enthalt keine Riickwértskante.
@ VY(v,w) € E : finishNum[v] > finishNum[w]

Beweis.

@ (2)=(3): Wenn (2), dann gibt es nur Baum-, und
Kanten. Fir alle gilt (3).

@ (3)=(2): Fir Riuckwartskanten gilt sogar die umgekehrte Relation
finishNum[v]<finishNum[w].
Wenn (3), dann kann es also keine Rickwartskanten geben (2).
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Graphen Graphtraversierung

DAG-Erkennung per DFS

Lemma

Folgende Aussagen sind dquivalent:
@ Graph G ist ein DAG.
@ DFS in G enthalt keine Riickwértskante.
@ VY(v,w) € E : finishNuml[v] > finishNum[w]

Beweis.

@ —(2)=-(1): Wenn Ruckwartskante (v, w) existiert, gibt es einen
gerichteten Kreis ab Knoten w (und G ist kein DAG).

@ ~(1)=-(2): Wenn es einen gerichteten Kreis gibt, ist
mindestens eine von der DFS besuchte Kante dieses Kreises eine

Ruckwartskante (Kante zu einem schon besuchten Knoten, dieser
muss Vorfahr sein).

O
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DAG-Erkennung per DFS

Lemma
Folgende Aussagen sind aquivalent:

@ Graph G ist ein DAG.

@ DFS in G enthélt keine Rlickwértskante.
©Q VY(v,w) € E : finishNum[v] > finishNum[w]

Beweis.

@ (2)=(3): Wenn (2), dann gibt es nur Baum-, und
Kanten. Fir alle gilt (3).

@ (3)=(2): Fur Ruckwartskanten gilt sogar die umgekehrte Relation
finishNum[v]<finishNum[w].
Wenn (3), dann kann es also keine Rickwartskanten geben (2).

H. Seidl (TUM)

Vi &

Ein ungerichteter Graph heif3t zusammenhangend, wenn es von jedem
Knoten einen Pfad zu jedem anderen Knoten gibt.

Graphen Graphtraversierung

Zusammenhang in Graphen

Ein maximaler zusammenhangender induzierter Teilgraph wird als
Zusammenhangskomponente bezeichnet.

Die Zusammenhangskomponenten eines ungerichteten Graphen
kdnnen mit DFS oder BFS in O(n + m) bestimmt werden.

H. Seidl (TUM) GAD SS15 440
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Knoten-Zusammenhang

Definition
Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heif3t k-fach zusammenhangend
(oder genauer gesagt k-knotenzusammenhangend), falls

@ |V|>kund

@ flir jede echte Knotenteilmenge X c V mit | X| < k der Graph
G — X zusammenhéangend ist.

H. Seidl (TUM) GAD §§8'15

Graphen Graphtraversierung

Artikulationsknoten und Blocke

Definition
Ein Knoten v eines Graphen G heif3t Artikulationsknoten (engl.

cut-vertex), wenn sich die Anzahl der Zusammenhangskomponenten
von G durch das Entfernen von v erhoht.

441

H. Seidl (TUM) GAD $S15

442

e[EWIEIM  Graphtraversierung

Knoten-Zusammenhang

Definition
Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heiBt k-fach zusammenhangend
(oder genauer gesagt k-knofenzusammenhangend), falls

@ |V| >k und

@ flr jede echte Knotenteilmenge X C V mit |X| < k der Graph
G — X zusammenhéngend ist.

Bemerkung:

@ “zusammenhédngend” ist im wesentlichen gleichbedeutend mit
“1-knotenzusammenhangend”

Ausnahme: Graph mit nur einem Knoten ist zusammenhangend, aber
nicht 1-zusammenhangend

H. Seidl (TUM)

Graphen Graphtraversierung

Artikulationsknoten und Blocke

Definition
Ein Knoten v eines Graphen G heif3t Artikulationsknoten (engl.

cut-vertex), wenn sich die Anzahl der Zusammenhangskomponenten
von G durch das Entfernen von v erhoht.

Definition
Die Zweifachzusammenhangskomponenten eines Graphen sind die
maximalen Teilgraphen, die 2-fach zusammenhangend sind.

Ein Block ist ein maximaler zusammenhangender Teilgraph, der
keinen Artikulationsknoten enthalt.

Die Menge der Blécke besteht aus den
Zweifachzusammenhangskomponenten, den Briicken (engl. cut edges),
sowie den isolierten Knoten.
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Artikulationsknoten und Bldcke per DFS

@ bei Aufruf der DFS flir Knoten v wird num[v] bestimmt
und low[v] mit num[v] initialisiert
@ nach Besuch eines Nachbarknotens w:
Update von low[v] durch Vergleich mit
» low[w] nach Rickkehr vom rekursiven Aufruf, falls (v, w) eine
Baumkante war
= num[w], falls (v, w) eine Riuckwartskante war

445

e
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Graphen Graphtraversierung

Artikulationsknoten und DFS

Lemma
Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhéangender Graph und T
ein DFS-Baum in G.
Ein Knoten a € V ist genau dann ein Artikulationsknoten, wenn
@ a die Wurzel von T ist und mindestens 2 Kinder hat, oder

@ a nicht die Wurzel von T ist und es ein Kind b von a mit
low[b]>num[a] gibt.

Beweisidee

Der Algorithmus beruht auf der Tatsache, dass in
Zweifach(knoten)zusammenhangskomponenten zwischen jedem
Knotenpaar mindestens zwei (knoten-)disjunkte Wege existieren.
Das entspricht einem Kreis.

H. Seidl (TUM) GAD $S15
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Blécke und DFS

Modifizierte DFS nach R. E. Tarjan:
@ num[v]: DFS-Nummer von v

@ low[v]: minimale Nummer num[w] eines Knotens w, der von v
aus Uber beliebig viele (= 0) Baumkanten (abwaérts), evt. gefolgt
von einer einzigen Rickwartskante (aufwarts) erreicht werden
kann

@ low[v]: Minimum von
» num[ V]
» low[w], wobei w ein Kind von v im DFS-Baum ist (Baumkante)
» num[w], wobei {v, w} eine Rlckwéartskante ist

H. Seidl (TUM)

Graphen Graphtraversierung

Artikulationsknoten und Blécke per DFS

@ bei Aufruf der DFS fiir Knoten v wird num[v] bestimmt
und low[v] mit num[v] initialisiert

@ nach Besuch eines Nachbarknotens w:
Update von low[v] durch Vergleich mit

» low[w] nach Rickkehr vom rekursiven Aufruf, falls (v, w) eine
Baumkante war
» num[w], falls (v, w) eine Ruckwartskante war
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Artikulationsknoten und Blocke per DFS Artikulationsknoten und Blécke per DFS
@ bei Aufruf der DFS flir Knoten v wird num[v] bestimmt
und low[v] mit num[Vv] initialisiert
@ nach Besuch eines Nachbarknotens w:
Update von low[v] durch Vergleich mit

» low[w] nach Rickkehr vom rekursiven Aufruf, falls (v, w) eine
Baumkante war
= num[w], falls (v, w) eine Riuckwartskante war

@ Kanten werden auf einem anfangs leeren Stack gesammelt
@ Rickwartskanten kommen direkt auf den Stack (ohne rek. Aufruf)
@ Baumkanten kommen vor dem rekursiven Aufruf auf den Stack

@ nach Rickkehr von einem rekursiven Aufruf werden im Fall
low[w]>num[v] die obersten Kanten vom Stack bis einschlief3lich
der Baumkante {v, w} entfernt und bilden den nachsten Block

vl
® Y N e o
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Graphen Graphtraversierung Graphtraversierung

Starke Zusammenhangskomponenten
Definition
Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph.

Artikulationsknoten und Bldcke per DFS

@ Kanten werden auf einem anfangs leeren Stack gesammelt
@ Rickwartskanten kommen direkt auf den Stack (ohne rek. Aufruf)
@ Baumkanten kommen vor dem rekursiven Aufruf auf den Stack

@ nach Ruckkehr von einem rekursiven Aufruf werden im Fall
low[w]>num[Vv] die obersten Kanten vom Stack bis einschlieBlich
der Baumkante {v, w} entfernt und bilden den nachsten Block

Knotenteilmenge U C V heif3t stark zusammenhangend genau dann,
wenn fur alle u, v € U ein gerichteter Pfad von u nach v in G existiert.

Fir Knotenteilmenge U C V heif3t der induzierte Teilgraph G[U] starke
Zusammenhangskomponente von G, wenn U stark
zusammenhangend und (inklusions-)maximal ist.
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Starke Zusammenhangskomponenten

Beobachtungen:

@ Knoten x, y € V sind stark zusammenhéangend, falls beide Knoten

auf einem gemeinsamen gerichteten Kreis liegen (oder x = y).

@ Die starken Zusammenhangskomponenten bilden eine Partition
der Knotenmenge.

(im Gegensatz zu 2-Zhk. bei ungerichteten Graphen, wo nur die

Kantenmenge partitioniert wird, sich aber zwei verschiedene
2-Zhk. in einem Knoten Uberlappen kénnen)

H. Seidl (TUM) GAD §§8'15

Graphen

Starke Zhk. und DFS

Graphtraversierung

Idee:
@ beginne mit Graph ohne Kanten, jeder Knoten ist eigene SCC
@ fuge nach und nach einzelne Kanten ein
= aktueller (current) Graph G, = (V, E;)
@ Update der starken Zusammenhangskomponenten (SCCs)

H. Seidl (TUM) GAD $S15
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Starke Zusammenhangskomponenten
Beobachtungen:

@ Schrumpft man alle starken Zusammenhangskomponenten zu
einzelnen (Super-)Knoten, ergibt sich ein DAG.

H. Seidl (TUM)

Graphtraversierung

Starke Zhk. und DFS

Idee:

@ betrachte geschrumpften (shrunken) Graph G§:
Knoten entsprechen SCCs von G;, Kante (C, D) genau dann,
wenn es Knoten u € C und v € D mit (u, v) € E; gibt

@ geschrumpfter Graph Gj ist ein DAG
@ Ziel: Aktualisierung des geschrumpften Graphen beim Einfugen

e«

H. Seidl (TUM) GAD $§'15
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Starke Zhk. und DFS Starke Zhk. und DFS

Update des geschrumpften Graphen nach Einflgen einer Kante:
3 Mdglichkeiten:
@ beide Endpunkte gehdéren zu derselben SCC
= geschrumpfter Graph unverandert

Geschrumpfter Graph
(Beispiel aus Mehlhorn/Sanders)

\ﬁ/%/G) o

% @ ®

@ Kante verbindet Knoten aus zwei verschiedenen SCCs, aber
schliel3t keinen Kreis

= SCCs im geschrumpften Graph unverandert, aber eine Kante wird
im geschrumpften Graph eingefligt (falls nicht schon vorhanden)

@ Kante verbindet Knoten aus zwei verschiedenen SCCs und
schlie3t einen oder mehrere Kreise

= alle SCCs, die auf einem der Kreise liegen, werden zu einer
einzigen SCC verschmolzen

Graphen Graphtraversierung
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Graphen Graphtraversierung

Starke Zhk. und DFS
Prinzip:

Starke Zhk. und DFS

@ Tiefensuche
V. schon markierte (entdeckte) Knoten
E. schon gefundene Kanten

@ 3 Arten von SCC: unentdeckt, offen, geschlossen @ Knoten in geschlossenen SCCs sind immer fertig (mit finishNum)

@ Knoten in offenen SCCs kénnen fertig oder noch aktiv (ohne
finishNum) sein

@ Reprasentant einer SCC: Knoten mit kleinster dfsNum

@ unentdeckte Knoten haben Ein-/Ausgangsgrad Null in G¢
= zundachst bildet jeder Knoten eine eigene unentdeckie SCC,

andere SCCs enthalten nur markierte Knoten

@ SCCs mit mindestens einem aktiven Knoten (ohne finishNum)
hei3en offen

@ SCC heiBt geschlossen, falls sie nur fertige Knoten (mit
finishNum) enthalt

@ Knoten in offenen/geschlossenen SCCs heif3en
offen/geschlossen
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Starke Zhk. und DFS
DFS-Snapshot:

e[EWIEIM  Graphtraversierung

Starke Zhk. und DFS
DFS-Snapshot mit geschrumpftem Graph:

@ unentdeckt: {i} offen:{b}, {c,d}, {f,g,h} geschlossen: {a}, {e}

®._

@ erste DFS startete bei Knoten a, zweite bei b

@ aktueller Knoten ist g, auf dem Rekursionsstack liegen b, ¢, f, g
@ (g,d) und (g, i) wurden noch nicht exploriert

@ (d,c)und (h, f) sind Rickwartskanten

@ (c,a) und (e, a) sind Querkanten

@ (b,c),(c,d),(d,e),(cf),(f,g) und (g, h) sind Baumkanten
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@ offene SCCs bilden Pfad im geschrumpften Graph
@ aktueller Knoten gehdért zur letzten SCC

e offene Knoten wurden in Reihenfolge b, ¢, d, f, g, h erreicht und
werden von den Reprédsentanten b, ¢ und f genau in die offenen
SCCs partitioniert

Graphen Graphtraversierung Graphen Graphtraversierung

Starke Zhk. und DFS Starke Zhk. und DFS

Geschlossene SCCs von G sind auch SCCs in G:

@ Sei v geschlossener Knotenund S/ S, seine SCC in G/ G.
@ zu zeigen: S =5;

@ G ist Subgraph von G, also S; C S

@ somit zu zeigen: S C S;

® ©

Beobachtungen (Invarianten fir G;):
@ Pfade aus geschlossenen SCCs filhren immer zu geschlossenen

@ Sei w ein Knoten in S.
= d Kreis C durch v und w.

SCCs @ Invariante 1: alle Knoten von C sind geschlossen und somit
@ Pfad zum aktuellen Knoten enthélt die Reprasentanten aller erledigt (alle ausgehenden Kanten exploriert)
offenen SCCs

@ Cistin G, enthalten, also w € S,

offene Komponenten bilden Pfad im geschrumpften Graph o damitgilt S S., also S = S,

© Knoten der offenen SCCs in Reihenfolge der DFS-Nummern
werden durch Reprasentanten in die offenen SCCs partitioniert

H. Seidl (TUM) GAD SS15 458
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Starke Zhk. und DFS
DFS-Snapshot mit geschrumpftem Graph:

Starke Zhk. und DFS

Geschlossene SCCs von G; sind auch SCCs in G:

- ® @ Sei v geschlossener Knotenund S/ S; seine SCC in G/ G,.
g>. @ zuzeigen: S =S,
@ G, ist Subgraph von G, also S € S
@ somit zu zeigen: S C S;
® ©

Sei w ein Knoten in S.
= 3 Kreis C durch v und w.

@ Invariante 1: alle Knoten von C sind geschlossen und somit
erledigt (alle ausgehenden Kanten exploriert)

@ Cistin G; enthalten, also w € S,
@ damitgilt SC S;, also S =S¢

@ unentdeckt: {i} offen:{b}, {c,d}, {f,g,h} geschlossen: {a}, {e}

@ offene SCCs bilden Pfad im geschrumpften Graph

@ aktueller Knoten gehdrt zur letzten SCC

e offene Knoten wurden in Reihenfolge b, ¢, d, f, g, h erreicht und
werden von den Reprédsentanten b, ¢ und f genau in die offenen
SCCs partitioniert

Graphen Graphtraversierung
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Starke Zhk. und DFS Starke Zhk. und DFS

Vorgehen:
@ Invarianten 2 und 3 helfen bei Verwaltung der offenen SCCs

@ Knoten in offenen SCCs auf Stack oNodes
(in Reihenfolge steigender dfsNum)

@ Reprasentanten der offenen SCCs auf Stack oReps

® ©

Beobachtungen (Invarianten fir G;):
@ Pfade aus geschlossenen SCCs filhren immer zu geschlossenen

@ zu Beginn Invarianten giiltig (alles leer)
@ vor Markierung einer neuen Wurzel sind alle markierten Knoten

SCCs o ) erledigt, also keine offenen SCCs, beide Stacks leer
©@ Pfad zum aktuellen Knoten enthélt die Reprasentanten aller dann: neue offene SCC fiir neue Wurzel s,
offenen SCCs s kommt auf beide Stacks

offene Komponenten bilden Pfad im geschrumpften Graph
© Knoten der offenen SCCs in Reihenfolge der DFS-Nummern
werden durch Reprasentanten in die offenen SCCs partitioniert

H. Seidl (TUM) GAD SS15 458
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Starke Zhk. und DFS

Prinzip: betrachte Kante e = (v, w)

@ Kante zu unbekanntem Knoten w (Baumkante):
neue eigene offene SCC fir w (w kommt auf oNodes und oReps)

Starke Zhk. und DFS

Vereinigung offener SCCs im Kreisfall:

@ Kante zu Knoten w in geschlossener SCC (Nicht-Baumkante):
von w gibt es keinen Weg zu v, sonst ware die SCC von w noch
nicht geschlossen (geschlossene SCCs sind bereits komplett),
also SCCs unverandert

o offene SCC entsprechen Ovalen, Knoten sortiert nach dfsNum

@ alle Reprasentanten offener SCCs liegen auf Baumpfad zum
aktuellen Knoten v in SCC Sy
@ Nicht-Baumkante (v, w) endet an Knoten w in offener SCC S; mit
Reprasentant r;
@ Pfad von w nach r; muss existieren (innerhalb SCC §;)
= Kante (v, w) vereinigt S;,. .., Sk

Graphen Graphtraversierung

@ Kante zu Knoten w in offener SCC (Nicht-Baumkante):
falls v und w in unterschiedlichen SCCs liegen, missen diese mit
allen SCCs dazwischen zu einer einzigen SCC verschmolzen
werden (durch Loschen der Reprasentanten)

Wenn Knoten keine ausgehenden Kanten mehr hat:
@ Knoten fertig
@ wenn Knoten Reprasentant seiner SCC ist, dann SCC schlieB3en

H. Seidl (TUM) GAD S8'15 461
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Starke Zhk. und DFS Starke Zhk. und DFS

e traverseNonTreeEdge(Node v, Node w) {

@ init() { if (w € oNodes /I verschmelze SCCs
component = new int[n]; while (dfsNum[w] < dfsNum[oReps.top()])
oReps = (); oReps.pop();
oNodes = (); }
dfsCount = 1;

} @ backirack(Node u, Node v) {

if (v == oReps.top()) { // v Reprasentant?

@ root(Node w) / traverseTreeEdge(Node v, Node w) { oReps.pop(); //ja: entferne v

oReps.push(w); // Reprasentant einer neuen SCC do{ // und offene Knoten bis v
oNodes.push(w); // neuer offener Knoten w = oNodes.pop();
dfsNum(w] = dfsCount; component{w] = v;
dfsCount++; } while (wl=v);
1 )
}
H. Seidl (TUM) GAD SS15 463 H. Seidl (TUM) GAD 5515 464



PPN Grephtraversionung
Starke Zhk. und DFS
Zeit: O(n+ m)
Begriindung:
@ init, root: O(1) / D(&\)
@ traverseTreeEdge: (n-1)x0O(1)

@ backirack, traverseNonTreeEdge:
da jeder Knoten hochstens einmal in oReps und oNodes landet,
insgesamt O(n + m)

@ DFS-Gerlist: O(n+ m)
@ gesamt: O(n+ m)
H. Seidl (TUM) GAD 8515
EIEL NI Kilrzeste Wege

Klrzeste Wege

Zentrale Frage: Wie kommt man am schnellsten von A nach B?

Falle:
@ Kantenkosten 1
@ DAG, beliebige Kantenkosten
@ beliebiger Graph, positive Kantenkosten
@ beliebiger Graph, beliebige Kantenkosten

H. Seidl (TUM) GAD S815
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Graphen Kiirzeste Wege

Ubersicht

© Graphen

@ Kirzeste Wege

H. Seidl (TUM)

elERLE  Kiirzeste Wege

Klrzeste-Wege-Problem

gegeben:
@ gerichteter Graph G = (V, E)
@ Kantenkostenc: E— R

2 Varianten:
@ SSSP (single source shortest paths):

kirzeste Wege von einer Quelle zu allen anderen Knoten

@ APSP (all pairs shortest paths):

kirzeste Wege zwischen allen Paaren
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Graphen Kiirzeste Wege

Distanzen

(s, v): Distanz von s nach v

+o0o  kein Weg von s nach v

u(s,v) =4 —oo Weg beliebig kleiner Kosten von s nach v
min{c(p) : p ist Weg von s nach v}
H. Seidl (TUM) GAD 8515

Graphen Kirzeste Wege

Kirzeste Wege in DAGs

Beliebige Kantengewichte in DAGs

Einfache Breitensuche funktioniert nicht.
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Kiirzeste Wege

Graphen

Distanzen

Wann sind die Kosten —co?

wenn es einen Kreis mit negativer Gewichtssumme gibt
(hinreichende und notwendige Bedingung)

H. Seidl (TUM)

Graphen

Kiirzeste Wege

Kirzeste Wege in DAGs

Beliebige Kantengewichte in DAGs

Einfache Breitensuche funktioniert nicht.

H. Seidl (TUM)
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ETERNS  Kirzeste Wege Kiirzeste Wege

Topologische Sortierung in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Topologische Sortierung in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie: in DAGs gibt es topologische Sortierung Strategie: in DAGs gibt es topologische Sortierung

(far alle Kanten e=(v,w) gilt topoNum(v) < topoNum(w)) (far alle Kanten e=(v,w) gilt topoNum(v) < topoNum(w))
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EIEL NI Kilrzeste Wege Kiirzeste Wege

Topologische Sortierung in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Kirzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung
@ aktualisiere Distanzwerte

Strategie: in DAGs gibt es topologische Sortierung

(far alle Kanten e=(v,w) gilt topoNum(v) < topoNum(w))
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ETERNS  Kirzeste Wege Kiirzeste Wege

Kirzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Klrzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung
@ aktualisiere Distanzwerte

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung
@ aktualisiere Distanzwerte
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EIEL NI Kilrzeste Wege Kiirzeste Wege

Kirzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Kirzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung
@ aktualisiere Distanzwerte

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung
@ aktualisiere Distanzwerte
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Graphen Kiirzeste Wege Graphen Kiirzeste Wege

Kirzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Klrzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs
Strategie:

@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung
@ aktualisiere Distanzwerte

Topologische Sortierung — warum funktioniert das?

@ betrachte einen kurzesten Weg von s nach v
@ der ganze Pfad beachtet die topologische Sortierung

@ d.h., die Distanzen werden in der Reihenfolge der Knoten vom
Anfang des Pfades zum Ende hin betrachtet

@ damit ergibt sich fir v der richtige Distanzwert

@ ein Knoten x kann auch nie einen Wert erhalten, der echt kleiner
als seine Distanz zu s ist

@ die Kantenfolge von s zu x, die jeweils zu den Distanzwerten an
den Knoten gefuhrt hat, ware dann ein kurzerer Pfad
(Widerspruch)
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Kirzeste Wege in DAGs Kirzeste Wege in DAGs

Beliebige Kantengewichte in DAGs Topologische Sortierung

Allgemeine Strategie: @ verwende FIFO-Queue q

@ Anfang: setze d(s) = 0 und
far alle anderen Knoten v setze d(v) = co

@ verwalte fur jeden Knoten einen Zahler fur die noch nicht
markierten eingehenden Kanten

@ besuche Knoten in einer Reihenfolge, die sicherstellt, dass
mindestens ein kiirzester Weg von s zu jedem v in der
Reihenfolge seiner Knoten besucht wird

@ initialisiere g mit allen Knoten, die keine eingehende Kante haben
(Quellen)

@ nimm nachsten Knoten v aus g und
e fUr jeden besuchten Knoten v aktualisiere die Distanzen der markiere alle (v, w) € E, d.h. dekrementiere Zahler flr w

K [ E, d.h.
noten w mit (v, w) € E, d.h. setze o falls der Zahler von w dabei Null wird, fige w in g ein

d(w) = min{ d(w), d(v) + c(v,w) } @ wiederhole das, bis g leer wird
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Graphen Kiirzeste Wege

Kirzeste Wege in DAGs

Topologische Sortierung
Korrektheit

@ Knoten wird erst dann nummeriert, wenn alle Vorganger
nummeriert sind

Laufzeit

@ fur die Anfangswerte der Zahler muss der Graph einmal traversiert
werden O(n + m)

@ danach wird jede Kante genau einmal betrachtet
= gesamt: O(n+ m)

Test auf DAG-Eigenschatt

@ topologische Sortierung erfasst genau dann alle Knoten, wenn der
Graph ein DAG ist

@ bei gerichteten Kreisen erhalten diese Knoten keine Nummer
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EIEL NI Kilrzeste Wege

Beliebige Graphen mit nicht-negativen Gewichten
Gegeben:

@ beliebiger Graph

(gerichtet oder ungerichtet, muss diesmal kein DAG sein)
@ mit nicht-negativen Kantengewichten
= keine Knoten mit Distanz —co

Problem:

@ besuche Knoten eines kirzesten Weges in der richtigen
Reihenfolge

@ wie bei Breitensuche, jedoch diesmal auch mit Distanzen # 1
Losung:

@ besuche Knoten in der Reihenfolge der kiirzesten Distanz zum
Startknoten s
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Graphen Kiirzeste Wege

Klrzeste Wege in DAGs

DAG-Strategie

@ Topologische Sortierung der Knoten
Laufzeit O(n + m)

@ Aktualisierung der Distanzen geman der topologischen Sortierung
Laufzeit O(n + m)

Gesamtlaufzeit: O(n + m)
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