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Effizienz Erwartete Laufzeit

Zufallsvariable

Definition
Fir einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge Q nennt man
eine Abbildung X : Q@+~ R (numerische) Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable Uber einer endlichen oder abzahlbar unendlichen
Ergebnismenge heif3t diskret.

Der Wertebereich diskreter Zufallsvariablen
Wy = X(2) = {x e R| Jw € Q mit X(w) = x}
ist ebenfalls endlich bzw. abzéhlbar unendlich.

Schreibweise: Pr[X = x] := Pr[X‘1 (x)] =

Y, Prie)

we | X(w)=x

H. Seidl (TUM) GAD $8'15
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Effizienz Erwartete Laufzeit

Zufallsvariable

Beispiel

Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro fiir Herz, 7 Euro flr Karo,
—5 Euro fur Kreuz und —3 Euro fur Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusatzlich 1 Euro.

Q= (©VA,0K,...,02,0A,0K,...,02,8A,8K,..., 82, 8A, 8K, ..., a2}
X sei der Geldbetrag den wir bekommen bzw. bezahlen.

WX - {_51 _41 _31 _21 41 51 71 8}
Pr[X = —3] = Pr[aK] +...+ Pr[#2] = 12/52 — 3/13

H. Seidl (TUM) §8'15

Ettizienz Erwartete Laufzeit

Zufallsvariable

Beispiel
Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro fir Herz, 7 Euro flr Karo,
—5 Buro fur Kreuz und —3 Euro fur Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusatzlich 1 Euro.

100
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Effizienz Erwartete Laufzeit

Zufallsvariable

Beispiel
Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro flr Herz, 7 Euro flur Karo,
—5 Euro fur Kreuz und —3 Euro fur Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusatzlich 1 Euro.

Q={0A,0K,...,02,0A,0K,...,02,8A,8K,... 82, 8A, 8K, ... 42}

X sei der Geldbetrag den wir bekommen bzw. bezahlen.

H. Seidl (TUM) §§8'15

Effizienz Erwartete Laufzeit

Zufallsvariable

Beispiel
Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro fur Herz, 7 Euro fir Karo,
—5 Euro fur Kreuz und —3 Euro fur Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusatzlich 1 Euro.

Q={VA,0K,...,92,0A,0K,..., 02, #A, &K, ... 42, 8A, &K, .. 42}

X sei der Geldbetrag den wir bekommen bzw. bezahlen.
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Effizienz Erwartete Laufzeit

Zufallsvariable

Beispiel
Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro fiir Herz, 7 Euro flr Karo,
—5 Euro fur Kreuz und —3 Euro fur Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusatzlich 1 Euro.
Q={QA,9K,...,902,0A,¢K,...,02,8A,8K,..., 42, 8A, 8K, ..., 42}

X sei der Geldbetrag den wir bekommen bzw. bezahlen.

WX - {_51 _41 _31 _21 41 51 71 8}
Pr[X = —3] = Pr[aK] +...+ Pr[#2] = 12/52 — 3/13
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Effizienz Erwartete Laufzeit

Zufallsvariable

Beispiel
Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro fir Herz, 7 Euro flr Karo,
—5 Buro fur Kreuz und —3 Euro fur Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusatzlich 1 Euro.

Q={QA,9K,...,02,0A,0K,...,02,&A, &K, ..., &2, 8A, &K, .., 42}

X sei der Geldbetrag den wir bekommen bzw. bezahlen.

WX = {_5r _4r _31 _2r 4r 51 7! 8}
Pr{X = —3] = Pr[aK] + ... + Pr[a2] = 12/52 = 3/13

100

H. Seidl (TUM)

5515

100



Effizienz Erwartete Laufzeit

Erwartungswert

Definition
Fir eine diskrete Zufallsvariable X ist der Erwartungswert definiert als

E[X] = ) x-PrX=x]= ) X(«)-Prla]

xe Wy we

sofern }.yew, |X| - Pr{X = x] konvergiert (absolute Konvergenz).

H. Seidl (TUM) GAD S8'15 101

Effizienz Erwartete Laufzeit
Erwartungswert

Beispiel
(Beispiel wie zuvor)

12 1 12 1

EX] = 455 547 548 5
12 1 12 1 43
W) g () gt ()5t (2 55

Wir bekommen also im Erwartungswert % Euro pro gezogener Karte.

Diskmte‘
Strukturen

Grundlagen zu diskreter Wahrscheinlichkeitstheorie findet man z.B. in folgendem Buch:

Th. Schickinger, A. Steger

Diskrete Strukturen — Band 2
(Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik)
Springer-Verlag, 2001.

H. Seidl (TUM) GAD SS15 102

Effizienz Erwartete Laufzeit

Erwartungswert

Definition
Fir eine diskrete Zufallsvariable X ist der Erwartungswert definiert als

E[X] = ) x-PrX =x]= ) X(«)-Prla]

xeWy we)

sofern }. vew, |X| - Pr[X = x] konvergiert (absolute Konvergenz).

Bei endlicher Ereignismenge und gleichwahrscheinlichen Ereignissen
entspricht der Erwartungswert dem Durchschnitt:

1 1
E[X] = X;J X PrX=x] = ZS{X(C.))-ﬁ - E;X(m)
X we we
H. Seidl (TUM) G s§15 101
Effizienz Erwartete Laufzeit
Erwartungswert

Beispiel
Minze werfen, bis sie zum ersten Mal Kopf zeigt
Zufallsvariable k: Anzahl der Versuche

k ungerade: Spieler bezahlt etwas an die Bank
k gerade: Spieler bekommt etwas von der Bank

Zufallsvariabl Gewinnbetrag der Bank

H. Seidl (TUM) GAD S$15 103




Effizienz Erwartete Laufzeit

Erwartungswert

Beispiel

Munze werfen, bis sie zum ersten Mal Kopf zeigt
Zufallsvariable k: Anzahl der Versuche

k ungerade:
k gerade:

Spieler bezahlt etwas an die Bank
Spieler bekommt etwas von der Bank

Zufallsvariable X: Gewinnbetrag der Bank

Spieler bezahlt/ bekommt k Euro
E[X] existiert (absolute Konvergenz)

Variante 1:

Variante 2: Spieler bezahlt/bekommt 2 Euro
E[X] existiert nicht (keine Konvergenz)

Variante 3: Spieler bezahlt/ bekommt zk—k Euro
E[X] existiert nicht (Konvergenz, aber keine absolute)

H. Seidl (TUM) GAD §§8'15

Effizienz Erwartete Laufzeit

Erwartungswert
Beispiel
Minze werfen, bis sie zum ersten Mal Kopf zeigt

Zufallsvariable k: Anzahl der Versuche

k ungerade: Spieler bezahlt etwas an die Bank

k gerade: Spieler bekommt etwas von der Bank

Zufallsvariable X: Gewinnbetrag der Bank (;/]) ‘ A %
—_—

Variante 1: Spieler bezahlt/bekommt k Euro

E[X] existiert (absolute Konvergenz)

Variante 2: Spieler bezahlt/ bekommt 2% Euro
E[X] existiert nicht (keine Konvergenz)

Variante 3: Spieler bezahlt/bekommt zk—k Euro L
E[X] existiert nicht (Konvergenz, aber keine absolute)

103
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Effizienz Erwartete Laufzeit

Erwartungswert zusammengesetzter Zufallsvariablen

Satz (Linearitat des Erwartungswerts)
Fir Zufallsvariablen X, ..., X, und

Xi=a Xy +...+aXy
mitay,...,a, € R gilt

E[X] = a1IE[X1] AFooo AF anIE[Xn].

Interessant ist flr uns vor allem der einfache Fall:

mit
E[X] = E[Xi]+ ... + E[X,].
Ettizienz Erwartete Laufzeit

Erwartungswert zusammengesetzter Zufallsvariablen

Satz (Linearitat des Erwartungswerts)
Fur Zufallsvariablen Xy, ..., X, und

X=ai Xy +...+ aXy
mitay,...,ap € R gilt

E[X] = a1E[X1] + ... + apE[Xp].

104

Interessant ist flr uns vor allem der einfache Fall:
X=X +...+ X,

mit
E[X] = E[Xi]+ ... + E[X;,].

H. Seidl (TUM) GAD $§'15
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Effizienz Erwartete Laufzeit

Erwartungswert

Beispiel

Miinze werfen, bis sie zum ersten Mal Kopf zeigt
Zufallsvariable k: Anzahl der Versuche

k ungerade: Spieler bezahlt etwas an die Bank
k gerade: Spieler bekommt etwas von der Bank

Zufallsvariable X: Gewinnbetrag der Bank
Variante 1: Spieler bezahlt/bekommt k Euro
E[X] existiert (absolute Konvergenz)

Variante 2: Spieler bezahlt/bekommt 2 Euro
E[X] existiert nicht (keine Konvergenz)

Variante 3: Spieler bezahlt/ bekommt zk—k Euro
E[X] existiert nicht (Konvergenz, aber keine absolute)

H. Seidl (TUM) GAD §§8'15

Effizienz Erwartete Laufzeit
Beispiel: Suche in statischer Liste
—>—>—)—>II|—)—)

@ gegeben: Liste mit Elementeni,...,m
@ search(i): lineare Suche nach Element i ab Listenanfang

s; Position von Element i in der Liste (1=Anfang)
pi Wahrscheinlichkeit far Zugriff auf Element i

H. Seidl (TUM) GAD $S15
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Effizienz Erwartete Laufzeit
Erwartungswert zusammengesetzter Zufallsvariablen

Satz (Linearitat des Erwartungswerts)
Fir Zufallsvariablen X, ..., X, und

Xi=a Xy +...+aXy

mitay,...,a, € R gilt

E[X] = a1IE[X1] AFooo AF anIE[Xn].

Interessant ist flr uns vor allem der einfache Fall:
X=X1+...+ Xy

mit
E[X] = E[X{] + ... + E[X,].

FTEd Evarteto Lautzeit
Beispiel: Suche in statischer Liste
— (B2 T [
@ gegeben; Liste mit Elementeni,...,m

@ search(i): lineare Suche nach Element i ab Listenanfang

s; Position von Element i in der Liste (1=Anfang)
pi Wahrscheinlichkeit far Zugriff auf Element i

Erwartete Laufzeit der Operation search(i) mit zufalligem i:

1

E[T(search(i))] = O(Z p;s;]

H. Seidl (TUM) GAD S$15 105



Effizienz Erwartete Laufzeit

Beispiel: Suche in statischer Liste
—)—)—)—)Iil—)—)

@ gegeben: Liste mitElementen1,...,m
@ search(i): lineare Suche nach Element i ab Listenanfang

s; Position von Element i in der Liste (1=Anfang)
pi Wahrscheinlichkeit fir Zugriff auf Element i

Erwartete Laufzeit der Operation search(i) mit zufalligem i

Effizienz Erwartete Laufzeit

Beispiel: Suche in statischer Liste
—)—)—)—)Ij—)—)
@ gegeben: Liste mit Elementen1,...,m

@ search(i): lineare Suche nach Element i ab Listenanfang

s; Position von Element i in der Liste (1=Anfang)
p; Wahrscheinlichkeit fir Zugriff auf Element i

Erwartete Laufzeit der Operation search(i) mit zufalligem i:

E[T(search(i))] = O (Z p;s;] E[T(search(i))] = O[Z pf-s;]

Erwartete Laufzeit t(n) fir n Zugriffe bei statischer Liste: Erwartete Laufzeit t(n) fir n Zugriffe bei statischer Liste:

t(n) = E[T(n x search(i))] = n- E[T(search(i))] = O(nz p;sf-] t(n) = E[T(n x search(i))] = n-E[T(search(i))] = O(nz p,-s,—]

H. Seidl (TUM) GAD 8815 105

Effizienz Erwartete Laufzeit

Beispiel: Suche in statischer Liste

Ettizienz Erwartete Laufzeit
Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste

Optimale Anordnung?

= wenn fur alle Elemente i, j mit p; > p; gilt, dass s; < sj, d.h.
die Elemente nach Zugriffswahrscheinlichkeit sortiert sind

Move-to-Front Rule:

Verschiebe nach.igder erfolgreichen Suche das
gefundeneElement an den Listenanfang

0.B.d.A. seien die Indizes so,dasspi1 =2 p2 = ... = Pm
@ Optimale Anordnung: s; =i
@ Optimale erwartete Laufzeit: opt = Z pi-i
i

Einfach: wenn die Zugriffswahrscheinlichkeiten bekannt sind

Bsp.: Ausflihrung von search(4) ergibt
= optimale erwartete Laufzeit durch absteigende Sortierung nach p;

—)—)—)@—)—)—)
Problem: was wenn die Wahrscheinlichkeiten p; unbekannt sind? )

H. Seidl (TUM) GAD SS15 106
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Effizienz Erwartete Laufzeit

Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste

Erwartete Laufzeit t(n) bei dynamischer Liste:

E[T(search(i))] = O(Z pi - ]E[Sf]]

Satz

Ab dem Zeitpunkt, wo auf jedes Element mindestens einmal
zugegriffen wurde, ist die erwartete Laufzeit der search-Operation
unter Verwendung der Move-to-Front Rule héchstens 2 - opt.

H. Seidl (TUM) GAD 85815 108
Effizienz Erwartete Laufzeit
Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste
Beweis.
Betrachte nun nur ein festes Element i
@ Definiere Zufallsvariablen X; € {0, 1} fr j # i
Xi=1 & jvoriinder Liste
@ Erwartungswert:
E[X] — #bHetm0) £ Prix — 1]
= Prlletzte Suche nach i/j war nach j]
Pi + pj
H. Seidl (TUM) GAD S$815 110

Effizienz Erwartete Laufzeit

Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste

Beweis.
Betrachte zwei feste Elemente i und j
fy Zeitpunkt der letzten Suchoperation auf i oder j

Pr[A A B
@ bedingte Wahrscheinlichkeit: Pr[A|B] = PriA A B]
Pr[B]
_Pr[CA(CvD)]  Pr[C]
° PCICV DN =—5reVh ~ Bric v D
. . .. \ o]
@ Pr[search(j) bei tp | search(i Vv j) bei tp] =
[ (J) bei fo (i v]) bei to] PRy
o mit Wsk. —P'_ steht i vor j und mit Wsk. —— steht j vor i
Pi + Pj Pi + pj
H. Seidl (TUM) G §§15 109
Effizienz Erwartete Laufzeit

Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste

Beweis.
@ Listenposition von Element i: 1 + Z X;
j#i
@ Erwartungswert der Listenposition von Element i:

Els] = B|1+) X
o
= 1+E|) X|=1+) E[X]
# ] j#i
. _ bi
E[s;mTF] 1+ ; b+ P

H. Seidl (TUM) GAD $§'15
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Effizienz Erwartete Laufzeit

Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste

Beweis.
Erwartete Laufzeit der search-Operation:

Datenstrukturen fiir Sequenzen

Ubersicht

@ Datenstrukturen fir Sequenzen

E[Ture] =
@ Felder
@ Listen
_ @ Stacks und Queues
@ Diskussion: Sortierte Sequenzen
<
O
H. Seidl (TUM) GAD sS85 112 H. Seidl (TUM) G $515
Datenstrukturen flir Sequenzen Datenstrukturen flir Sequenzen
Sequenzen Sequenzen
Sequenz: lineare Struktur

s =(eo,..-,en-1)
(Gegensatz: verzweigte Struktur in Graphen, fehlende Struktur in Hashtab.)

Klassische Reprasentation:
@ (Statisches) Feld/Array:
direkter Zugriff Gber si]

» Vorteil: Zugriff Gber Index, homogen im Speicher
» Nachteil: dynamische GréBenanderung schwierig

@ Liste:
indirekter Zugriff Gber Nachfolger/Vorganger
» Vorteil: Einfligen/Ldschen von Teilsequenzen
» Nachteil: kein Zugriff per Index, Elemente (iber Speicher verteilt
H. Seidl (TUM)

GAD 8815

Operationen:

@ (eg,...,en-1)|i] liefert Referenz auf g;

@ (eg,...,en1).0et(i) = g
® (ey,...,€i-1,8j,...,en-1).5el(i,e) ={eo,..., €i-1,8,...,6n-1)
® (eo,..., en-1).pushBack(e) ={ep, ..., en-1,€)
@ (eo,...,en-1).popBack() = (ey,..., €n-2)
@ (eg,...,en-1)size()=n
114 H. Seidl (TUM) GAD 8515

113

115



Datenstrukturen fiir Sequenzen Felder

Sequenz als Feld

Problem: beschrankter Speicher

@ Feld: é/

andere Daten| 8 | 3 |9 | 7 | 4 |} | <'| D_|andere Daten

° pushBac@ pushBack(5), pushBack(2):

andere Daten| 8 |3 (9|7 |4 |1 |5 |2 |andere Daten

@ pushBack(6): voll!

H. Seidl (TUM) GAD

Datenstrukturen flir Sequenzen Felder

Dynamisches Feld

Erste Idee:

@ Immer dann, wenn Feld s nicht mehr ausreicht:
generiere neues Feld der GréBe w + ¢ fir ein festes ¢

s[0] | s[1] | s[2] | --- [s[w— 1]|andere Daten

l Kopieren in neues gréBeres Feld

8815

sl0] | s[1] | s[2] | ... |s[w—=1]| s[w]]| ... [s[w+c—1]

H. Seidl (TUM) GAD

8815
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Datenstrukturen fiir Sequenzen Felder

Sequenz als Feld

Problem:

@ Beim Anlegen des Felds ist nicht bekannt, wieviele Elemente es
enthalten wird

@ Nur Anlegen von statischen Feldern méglich
(s = new ElementTyp[w])

Losung: Datenstruktur fur dynamisches Feld

Datenstrukturen flr Sequenzen Felder

Dynamisches Feld

Zeitaufwand far Erweiterung: ©(w)

s[0] | s[1] | s[2] | ... [s[w—1]|andere Daten

| Kopieren in neues gréBeres Feld

sl0] | s[1] | s[2] | ... |s[w—1]|s[w]]| ... [s[w+c—1]

Zeitaufwand fur n pushBack Operationen:

@ Aufwand von ©(w) nach jeweils ¢ Operationen
(wobei w immer gréBer wird)

@ Gesamtaufwand: /
njc
G(Z c- i] = e(n2)

i=1

H. Seidl (TUM) GAD S§15 120



Datenstrukturen fiir Sequenzen Felder

Dynamisches Feld

Bessere Idee:

@ Immer dann, wenn Feld s nicht mehr ausreicht;
generiere neues Feld der doppelten GréBe 2w

s[0] | s[1] | -.. |s[w - 1]|andere Daten

| Kopieren in neues gréBeres Feld

s[0] | s[1] | ... |s[w—1]| s[w]

s[2w - 1]

@ Immer dann, wenn Feld s zu groB ist (n < w/4):
generiere neues Feld der halben GroBe w/2

H. Seidl (TUM) GAD 8815 121

Datenstrukturen flir Sequenzen Felder

Dynamisches Feld

Implementierung

Klasse UArray mit den Elementen:

°ep=2 // Wachstumstaktor
oa=4 // max. Speicheroverhead
ow =® A0 N // momentane FeldgroBe
oen=0 // momentane Elementanzahl

@ b = new ElementTyp[w] // statisches Feld

b[o] | b[1] | b[2]

blw — 1]

H. Seidl (TUM) GAD S§15 123

Datenstrukturen fiir Sequenzen Felder

Dynamisches Feld

Implementierung

Klasse UArray
ElementTyp get(int i)
set(int i, Ele
int size()

void pushBack(ElementTyp e)

void popBack()
void reallocate(int

@ ElementTyp& [int i]
auch méglich, aber Referenz nur bis zur nachsten
GroBenanderung des Felds gliltig

H. Seidl (TUM)

“ §8'15 122

Datenstrukturen flr Sequenzen Felder

Dynamisches Feld

Implementierung

ElementTyp get(int i) {
assert(0<i<n);
return bli];

J

set(int i, ElementTyp e) {
assert(0<i<n);
b[i] = e;

}

int size() {
return n;

}

H. Seidl (TUM) GAD SS15 124



Datenstrukturen fiir Sequenzen Felder Datenstrukturen fiir Sequenzen Felder

Dynamisches Feld

Implementierung

Dynamisches Feld

Implementierung

n=4, w=4 n=3, w=8
void pushBack(ElementTyp e) { T2 void popBack() { NERE
if (n==w) 0 3 assert(n>0);
reallocate(p*n); n—-—;
b[n]=e; o I I if (a*n < w A n>0) 0|1
N++; ol1l213(e reallocate(f*n); BE
} )
n=5, w=8 n=2, w=4
H. Seidl (TUM) GAD s815 125 H. Seidl (TUM) G SS15 126

Datenstrukturen flir Sequenzen Felder Datenstrukturen flr Sequenzen Felder

Dynamisches Feld

Implementierung

Dynamisches Feld

Implementierung

Klasse UArray mit den Elementen:

void reallocate(int new_w) { e =2 /I Wachstumsfaktor
W = new._w; o a=4 /I max. Speicheroverhead
EIementTyp[] new_b = new ElementTyp[new_w]; ow=1 // momentane FeldgroBe
for (i=0; i<n; i++) on=0 / tane El t hi
new._bi] = b[i]: = momentane emen anza
b = new_b: @ b = new ElementTyp[w] // statisches Feld
)
b[O] | b[1] | b[2] | ... [b[w—-1]
H. Seidl (TUM) GAD 8§15 127 H. Seidl (TUM) GAD 8§15 123



Datenstrukturen fiir Sequenzen Felder

Dynamisches Feld

Implementierung

void reallocate(int new_w) {
W = NEW_w;
ElementTyp[] new_b = new ElementTyp[new_w];
for (i=0; i<n; i++)
new bli] = b[i];
b =new b;

}

H. Seidl (TUM) GAD S8'15 127

Datenstrukturen flir Sequenzen Felder

Dynamisches Feld
Wieviel Zeit kostet eine Folge von n pushBack-/popBack-Operationen?

Zweite Idee:
@ betrachtete Operationen sollen direkt aufeinander folgen

@ zwischen Operationen mit reallocate-Aufruf gibt es immer auch
welche ohne

= vielleicht ergibt sich damit gar nicht die n-fache Laufzeit einer
Einzeloperation

H. Seidl (TUM) GAD SS15 129

Datenstrukturen fiir Sequenzen Felder

Dynamisches Feld

Wieviel Zeit kostet eine Folge von n pushBack-/popBack-Operationen?

Erste Idee:
@ einzelne Operation kostet O(n)

@ Schranke kann nicht weiter gesenkt werden, denn
reallocate-Aufrufe kosten jeweils ©(n)

= also Gesamtkosten fiir n Operationen beschrankt durch
n-0(n) = 0(n?)

H. Seidl (TUM)

Datenstrukturen flr Sequenzen Felder

Dynamisches Feld
Wieviel Zeit kostet eine Folge von n pushBack-/popBack-Operationen?

Zweite ldee:
@ betrachtete Operationen sollen direkt aufeinander folgen

@ zwischen Operationen mit reallocate-Aufruf gibt es immer auch
welche ohne

= vielleicht ergibt sich damit gar nicht die n-fache Laufzeit einer
Einzeloperation

Lemma
Betrachte ein anfangs leeres dynamisches Feld s.

Jede Folge o = (01, ...,0n) von pushBack- und popBack-Operationen
auf s kann in Zeit O(n) bearbeitet werden.

H. Seidl (TUM) GAD SS15 129



Datenstrukturen fiir Sequenzen Felder Datenstrukturen fiir Sequenzen Felder

Dynamisches Feld Dynamisches Feld: Analyse

@ Feldverdopplung:

= nur durchschnittlich konstante Laufzeit pro Operation
011|123 |-=0]1]2]|3]|(4)

@ Kosten teurer Operationen werden mit Kosten billiger Operationen

verrechnet. .
@ Feldhalbierung:

@ Man nennt das dann amortisierte Kosten bzw. amortisierte
Analyse.

0l 1] |01

@ In diesem Beispiel hatten wir also eine amortisierte Laufzeit von @ nachste Verdopplung: nach > n pushBack-Operationen
O(1) far die pushBack- und die popBack-Operation.

@ nachste Halbierung: nach > n/2 popBack-Operationen
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Dynamisches Feld: Analyse Dynamisches Feld: Analyse

Formale Verrechnung: Zeugenzuordnung

@ |dee: verrechne reallocate-Kosten mit pushBack/popBack-Kosten
(ohne reallocate)
» Kosten flr pushBack/popBack: O(1)
» Kosten flr reallocate(k*n): O(n)

@ reallocate kann eine VergrdéBerung oder Verkleinerung sein

@ reallocate als VergroBBerung auf n Speicherelemente:
es werden die n/2 vorangegangenen pushBack-Operationen
zugeordnet @ Konkret:
» @(n) Zeugen pro reallocate(k+n)

@ reallocate als Verkleinerung auf n Speicherelemente: . ety .
» verteile O(n)-Aufwand gleichmaBig auf die Zeugen

es werden die n vorangegangenen popBack-Operationen
zugeordnet
@ Gesamtaufwand: O(m) bei m Operationen

= kein pushBack/popBack wird mehr als einmal zugeordnet
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Datenstrukturen fiir Sequenzen Felder

Dynamisches Feld: Analyse

Kontenmethode
@ gunstige Operationen zahlen Tokens ein
@ teure Operationen entnehmen Tokens
@ Tokenkonto darf nie negativ werden!
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Datenstrukturen flir Sequenzen Felder

Dynamisches Feld: Analyse

Tokenlaufzeit (Reale Kosten + Ein-/Auszahlungen)
@ Ausflihrung von pushBack/popBack kostet 1 Token

» Tokenkosten fiir pushBack: 1+ okens
» Tokenkosten flr popBack: 1+1 okens

» Tokenkosten flr reallocate(k+n): n—-nE0Ylokens

push . push . push . push .

@ Gesamtlaufzeit = O(Summe der Tokenlaufzeit

@ Ausflhrung von reallocate(k<n) kostet ngkens
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Datenstrukturen fiir Sequenzen Felder

Dynamisches Feld: Analyse

Kontenmethode
@ glnstige Operationen zahlen Tokens ein

» pro pushBack 2 Tokens
» pro popBack 1 Token

@ teure Operationen entnehmen Tokens
» pro reallocate(k+n) —n Tokens

@ Tokenkonto darf nie negativ werden!
» Nachweis liber Zeugenargument
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Datenstrukturen flr Sequenzen Listen

Ubersicht

@ Datenstrukturen fiir Sequenzen

@ Listen
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Datenstrukturen fiir Sequenzen Listen

Doppelt verkettete Liste

Einfache Verwaltung:

durch Dummy-Element h ohne Inhalt (L):

| (1) & & e,
~1 - - —

| - - T <—|
Anfangs:
P
L
S
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Doppelt verkettete Liste

Zentrale statische Methode:
@ Bedingung:
» (a,...,b) muss Teilsequenz sein (a=b erlaubt)
» b nicht vor a (also Dummy h nicht zwischen a und b)
» t nicht in Teilliste (a, ..., b), aber evt. in anderer Liste
@ splice entfernt(a, ..., b) aus der Sequenz
und fugt sie hinter ltem t an

splice(Handle a, Handle b, Handle t)

Far
(61, ..,en>

liefert splice(a,b,)

(ey,...,a’,b’,...,t,a,...,b,t',...,en
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Datenstrukturen fiir Sequenzen Listen

Doppelt verkettete Liste

type Handle: ltem<Elem>;

type Item{ﬁlem>{

Elem e e e e
Handle[next; B -
Handle|prev;

Y

}

class List<Elem> {
ltem<Elem> h; // initialisiert mit L und Zeigern auf sich selbst
... weitere Variablen und Methoden . ..

}

Invariante:
| next.prev == prev.next == this|
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Doppelt verkettete Liste

Methoden

(static) splice(Handle a, b, t) {
/I schneide {(a, ..., b) heraus
Handle ap = a.prev;

Handle bn = b.next;

i

INE [@]
L L@]

ap.next = bn; k
bn.prev = ap; = =

/[ fuge (a, ..., b) hinter t ein

Handle tn = t.next; =@=
b.next = tn; .
a.prev =t;

t.next = a; EE E——g
tn.prev = b;
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Datenstrukturen fiir Sequenzen Listen

Doppelt verkettete Liste

Methoden
Handle head() { | = e s & |
) —
| return h; T
boolean isEmpty() { -4\
return (h.next == h{@)
} =u
Handle fi /]
return Y.next; Il evt. h
}
Handle last() {
return h.prev; /Il evt. h
}
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Doppelt verkettete Liste
Methoden
(==, =]
I T
(static) moveAfter (Handle b, Handle a) {
splice(b, b, a); // schiebe b hinter a
}
moveToFront (Handle b) {
moveAfter(b, head()); // schiebe b ganz nach vorn
}
moveToBack (Handle b) {
moveAfter(b, last());  // schiebe b ganz nach hinten
}
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Datenstrukturen fiir Sequenzen

Doppelt verkettete Liste

Methoden

Handle head() {
return h;

)
boolean isEmpty()

return (h.next == head());

}

Handle first() {
return h.next;

}

Handle last() {
return h.prev;

}
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