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RAM: Befehle

Annahme:
@ Jeder Befehl dauert genau eine Zeiteinheit.
@ Laufzeit ist Anzahl ausgefihrter Befehle
Befehlssatz:
@ Registerzuweisung:
i .= ¢ (Konst. an Register),
@ Speicherzugriff:
Ri = S|R)] (lesend), S[Rj] := R; (schreibend)
@ Arithmetische /logische Operationen:
Ri = Rjop Rk (binar:op € {+,—,-,®,/,%,A,V,<,<,=,2,>)),
i = op Aj (unar: op € {—, })
@ Spriinge:
jump x (zu Adresse x), jumpz x R; (bedingt, falls R; = 0),
jumpi R; (zu Adresse aus R;)

Ri := R; (Register an Register)

Das entspricht Assembler-Code von realen Maschinen!
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RAM: Speicher

@ unbeschrankt viele Speicherzellen (words) S[0], S[1], S[2], .. .,
von denen zu jedem Zeitpunkt nur endlich viele benutzt werden

@ beliebig groBe Zellen flihren zu unrealistischen Algorithmen

= Jede Speicherzelle darf bei Eingabelange n eine Zahl mit O(log n)
Bits speichern.
(FUr konstant gro3e Zellen wiirde man einen Faktor O(log n) bei
der Rechenzeit erhalten.)

= gespeicherte Werte stellen polynomiell in Eingabelange n
beschrankte Zahlen dar (sinnvoll fir Array-Indizes; bildet auch
geschichtliche Entwicklung 4 — 8 — 16 — 32 — 64 Bit ab)

Begrenzter Parallelismus:
@ sequentielles Maschinenmodell, aber
@ Verknupfung logarithmisch vieler Bits in konstanter Zeit
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Maschinenmodell

RAM-Modell
@ Modell fiir die ersten Computer

@ entspricht eigentlich der Harvard-Architektur
(separater Programmspeicher)

@ Random Access Stored Program (RASP) Modell
entspricht der von Neumann-Architektur und
hat grof3e Ahnlichkeit mit (iblichen Rechnern

Aber:

= Algorithm Engineering, z.B. External-Memory Model

Speicherhierarchie erfordert ggf. Anpassung des Modells
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Pseudocode / Maschinencode

| Pseudocode

U @ Assembler/Maschinencode

‘Programm (z.B. Java) ‘ schwer Uberschaubar

U @ besser: Programmiersprache

| Assembler Code | wie Pascal, C++, Java, ...

! @ oder: informal als Pseudocode

| Maschinencode | in verstandlicher Form

a=a+bc = Ry =Ry+Rc; R;=R.+R

Ra, Rp, Rzt Register, in denen a, b und ¢ gespeichert sind

if (C) lelsed = eval(C); jumpz sElse R;; trans(l);

eval(C): Betehle, die die Bedingung C auswerten und das Ergebnis in Register R hinterlassen
trans(l), trans(J): Ubersetzte Befehlsfolge fiir | und J

sElse, sEnd: Adresse des 1. Befehls in trans(J) bzw. des 1. Befehls nach trans(J)
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Beispiel: Vorzeichenausgabe

Funktion signum(x)

jum ; trans(J)

Eingabe :Zahlx e R
Ausgabe : —1,0 bzw. 1 o _
entsprechend dem Wir wissen:
Vorzeichen von x T(x <0) =0(1)
L return -1 T(if (C) ) = O(T(C) + T(1))
if x > 0 then
L return 1
. return 0 |
Also: T(if (x <Q) return — 1) =0(1) +O(1) ={0(1)
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Laufzeitanalyse / worst case

Berechnung der worst-case-Laufzeit:
@ T (/) sei worst-case-Laufzeit flr Konstrukt /

@ T(elementare Zuweisung) = O(1)

@ T(elementarer Vergleich) = O(1)

@ T(return x) =0(1)

@ T(new Typ(...)) = O(1) + O(T(Konstruktor))

® T(h;l) = T(h)+ T(k)

@ T(if (C) 1 else ) = O(T(C) + max{T(h), T(l)})
@ T(for(i=a;i<b;i++) !)—0(1_321(1 +T(.‘)))

) + T(ss), wobei ss Rumpf von m

oT‘((/YQ
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Beispiel: Vorzeichenausgabe

Funktion signum(x)

Eingabe : Zahl x € R

Ausgabe : —1,0 bzw. 1
entsprechend dem
Vorzeichen von x

if x < 0then
L return -1 o(1)
if x > 0 then 1
L return 1 o(1)
return 0 o)
o1+1+1)=0(1)
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Beispiel: Minimumsuche

Funktion minimum(A, n)

Eingabe : Zahlenfolge in A[0],...,A[n - 1]
n: Anzahl der Zahlen

Ausgabe : Minimum der Zahlen

min = A[0]; |

for (i=1;i<n;i++) do

(ZE (1 + T(1)

| _if A[i] < min then min = A[f]; o(1)
return min o(1)
0(1 + (2;1;11 1) + 1) =0(n)
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Beispiel: Sortieren

Prozedur BubbleSort(A, n)

Eingabe : n: Anzahl der Zahlen
A[0],...,A[n - 1]: Zahlenfolge

Ausgabe : Sortierte Zahlenfolge A

for (i=0;i<n—1;i++) do O(L1ET(h))

for(j=n-2;j>i;j--)do

x = Alj];
LAm = A+ 1]

Alj+1]=x o(1)

O T(k2))
if Aj] > A[j + 1] then o1+ T(1s))

\%;3\ V(D
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Beispiel: BubbleSort

Sortieren durch Aufsteigen

Vertausche in jeder Runde in der (verbleibenden) Eingabesequenz
(hier vom Ende in Richtung Anfang) jeweils zwei benachbarte
Elemente, die nicht in der richtigen Reihenfolge stehen

Beispiel

5 [10[19] 1 [14] 3] 1|5 10 3i1914
5 [10[19[ : T2 [14] 115 3}70 19[14
5[10] 1 |19]3 [14 1 |3]5[10[19]14
. . l e

!_5 1 1o|19__3 14 13 5!1014!19
(115]10]19]5 [14 135 [10/14]19
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Beispiel: Sortieren
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- O

Beispiel: Binare Suche

Prozedur BinarySearch(A, n, x)

Eingabe : n: Anzahl der (sortierten) Zahlen
A[0],...,A[n - 1]: Zahlenfolge
x: gesuchte Zahl

Ausgabe : Index der gesuchten Zahl

€=0; o(1)
r=n-1; 0(1)k
while (£ < r) do O(Li=1 T(1)
m=[(r+¢)/2]; o)1
if A[m] == x then return m; o(1)
if Ajm] <xthen(=m+1; o(1)
elser=m-1; o(1)
return —1 A\ o)
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Beispiel: Sortieren

Yor = Y.(n-i-1)

i=0 j=i i=0
n—1

— Z i
i=1

n(n—1)
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Beispiel: Binare Suche

Aber: Wie grof3 ist die Anzahl der Schleifendurchlaufe k?

GroBe des verbliebenen Suchintervalls (r — ¢ + 1) nach lteration i:

S = n
sit1 < [si/2]

Bei s; < 1 endet der Algorithmus.

= k<log,n

Gesamtkomplexitat: O(log n)

H. Seidl (TUM) GAD S§§'15

85

87




Beispiel: Bresenham-Algorithmus

Algorithmus Bresenham1: zeichnet einen Kreis

x=0; y=Rh;

plot(0, R); plot(R, 0); plot(0, —R); plot(—R, 0);
F=2-R;

while x < y do

if F < 0then

| F=F+2«x+1;

else
F=F4+2+x-2%y+2;

(—x, y); plot(—y, x); plot(—y, —x);
| plot(y, x); plot(y, —x); plot(x, —y); plot(-x, —y);

Wie groB3 ist Anzahl Schleifendurchlaufe k?
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Beispiel: Bresenham-Algorithmus

Algorithmus Bresenham1: zeichnet einen Kreis

x=0; y=R;
plot(0, R); plot(R, 0); plot(0, —R); plot(—R, 0);
F=2-R;
while x < y do
if F < 0then
| F=F+2+x+1;
else
L F=F+2+x-2xy+2;
y=y-1;
X=x+1;
plot(x, y); plot(—x, y); plot(-y, x); plot(-y, —x);
| plot(y, x); plot(y, —x); plot(x, —y); plot(—x, —-y);

Wie grof3 ist Anzahl Schleifendurchlaufe k?
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alles O(1)

O(Lj1 1) =0(k)

S§§'15 88

alles O(1)

O(Li11)=0(k)

Beispiel: Bresenham-Algorithmus

@ Betrachte dazu die Entwicklung der Werte der Funktion

@(XJY):.V_X

@ Anfangswert: @o(x,y) =R
@ Monotonie: verringert sich pro Durchlauf um mindestens 1

@ Beschrankung: durch die while-Bedingung x < y
bzw. 0 <y — x

= maximal R Runden
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Beispiel: Bresenham-Algorithmus

@ Betrachte dazu die Entwicklung der Werte der Funktion

px,y)=y-x

@ Anfangswert: @o(x,y) =R
@ Monotonie: verringert sich pro Durchlauf um mindestens 1

@ Beschrankung: durch die while-Bedingung x < y
bzw. 0 <y — x

= maximal R Runden
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Laufzeitanalyse

Beispiel: Bresenham-Algorithmus

Algorithmus Bresenham1: zeichnet einen Kreis

x=0; y=Rh;
plot(0, R); plot(R, 0); plot(0, —R); plot(—R, 0);
F=2-R;
while x < y do
if F < 0then
| F=F+2«x+1;
else
L F=F+4+2+x-2%y+2;
y=y-1,
X=x+1;
plot(x, y); plot(—x, y); plot(-y, x); plot(-y, —x);
plot(y, x); plot(y, —x); plot(x, —y); plot(-x, —y);

alles O(1)

Wie groB3 ist Anzahl Schleifendurchlaufe k?
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Ubersicht
© Effizienz
@ Durchschnittliche Laufzeit
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O(LL: 1) =0(k)
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Beispiel: Fakultatsfunktion

Laufzeitanalyse

Funktion fakultaet(n)
Eingabe :ne N,

Ausgabe : n!

if (n == 1) then o)

L return 1 o(1)

else

| return n  fakultaet(n — 1) o(1+...7)

@ T(n): Laufzeit von fakultaet(n)

o T() =08 <O

o T(NE T(n-1)+@1) O

= T(n) = 0(n) T(W - C-
& OCu)
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Average Case Complexity

Durchschnittliche Laufzeit

Uniforme Verteilung:
(alle Instanzen gleichwahrscheinlich)

Tatsachliche Eingabeverteilung kann in der Praxis aber stark von
uniformer Verteilung abweichen.

t(n) =Y pi- T(i)

iely

Dann

Aber: meist schwierig zu berechnen!
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Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung

Prozedur increment(A)

Eingabe : Array A mit Binarzahl in A[0]...A[n—1],
in A[n] steht eine 0
Ausgabe : inkrementierte Binarzahl in A[0]... A[n]
i=0;
while (A[i] == 1) do
Alil = 0;
f=i+1,;
Alil =1,

Durchschnittliche Laufzeit fir Zahl mit n Bits?
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Binarzahl-Inkrementierung: Abschatzung
Lemma
n
k 2
T =82
k=1 2
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Binarzahl-Inkrementierung: Analyse

@ 7,. Menge der n-Bit-Instanzen

e Fir die Halfte (also 1|7,|) der Zahlen Xp—1...xp € Ipist  Xo=0
= 1 Schleifendurchlauf

@ Fir die andere Halfte gilt xo = 1.
Bei diesen gilt wieder fir die Halfte (also £|7) x1X0 = 01
= 2 Schleifendurchlaufe

@ Fir den Anteil (15)k der Zahlen gilt Xk_1Xk—2...Xg=01...1

= k Schleifendurchlaufe

Durchschnittliche Anzahl Schleifendurchlaufe:

) = = Y T0) ='%D-k =Y 2 tom
T =1 k=1

i€l
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Effizienz Durchschnittliche Laufzeit
Binarzahl-Inkrementierung: Abschatzung
Lemma
n
k 2
T s
k=1 2 )
Beweis
Induktionsanfang:
]
RN BAICEY
Fiir n = 1 gilt: — =_<2-
tr n = 1 gilt kg; =5 S . /
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Binarzahl-Inkrementierung: Abschatzung
Lemma

n

k n+2
22752— on
k=1

Beweis
Induktionsanfang:

Firn =1 gilt:

Induktionsvoraussetzung:

=k n+2
Far n gilt: Zz—ksz—
k=1
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Binarzahl-Inkrementierung: Abschatzung
Beweis.
Induktionsschritt: n—-n+1
Tk (W k) ntd
RZ:‘ ﬁ - Z ﬁ ™ on+1
1
< 2% @ (laut Ind.vor.)
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Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Binarzahl-Inkrementierung: Abschatzung

Beweis.
Induktionsschritt: n—-n+1
1
W ok n+ 1
ok n+1
k=1 2 ? 2
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Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Binarzahl-Inkrementierung: Abschatzung

Beweis.
Induktionsschritt: n—-n+1
Tr (5]
kK ok 1
k=1 2 k=1 2 20t
n+2 n+1
< 2- “on ar Q"TT (laut Ind.vor.)
_ 5 2(n+2) n+1 _5 2n+4-n-1
- - on+1 ont1 - on+1
n
_ o +3
n+1
_, (D2
2+ 1)
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Binarzahl-Inkrementierung: Abschatzung
Lemma

Durchschnittliche Laufzeit

n

k 5 n+2
Zz_ks ~Ton

k=1
Beweis
Induktionsanfang:
1
. . k 1 142
— : — =—-<2-
Flr n =1 gilt: ;2k 2_2 o v
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Zufallsvariable

Definition
FUr einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge © nennt man
eine Abbildung X : Q+— R (numerische) Zufallsvariable.
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Binarzahl-Inkrementierung: Abschatzung
Beweis.
Induktionsschritt: n—n+1
’f k [i k ] RS
kK ok +1
k=1 2 k=1 2 2f
n+2 n+1
< 2— on T (laut Ind.vor.)
k(n+2) n+1 2n+4-n-1
= 2- -
 2n+1 on+1 2n+1
n+3
= - 2{1T
B (n+1)+2
— ST on+t
DA
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Zufallsvariable

Definition
Fir einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge Q nennt man
eine Abbildung X : Q+— R (numerische) Zufallsvariable.
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Erwartete Laufzeit

Zufallsvariable

Definition
Fur einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge 2 nennt man
eine Abbildung X : Q+— R (numerische) Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable Gber einer endlichen oder abzahlbar unendlichen
Ergebnismenge heif3t diskret.
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Zufallsvariable

Erwartete Laufzeit

Definition
FUr einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge © nennt man
eine Abbildung X : Q+— R (numerische) Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable Uber einer endlichen oder abzahlbar unendlichen
Ergebnismenge heif3t diskret.

Der Wertebereich diskreter Zufallsvariablen
Wx = X(Q) = {x e R| Jw € Q mit X(w) = x}
ist ebenfalls endlich bzw. abzahlbar unendlich.

Schreibweise: Pr[X = x] := Pr[ X" (x)| = Pr{w]

L

weQ) | X(w)=x

98
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Erwartete Laufzeit

Zufallsvariable
Definition
Fir einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge © nennt man

eine Abbildung X : Q+— R (numerische) Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable (ber einer endlichen oder abzahlbar unendlichen
Ergebnismenge heif3t diskret.

Der Wertebereich diskreter Zufallsvariablen
Wy = X(Q) ={x € R| Jw € Q mit X(w) = x}

ist ebenfalls endlich bzw. abzahlbar unendlich.
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Zufallsvariable

Erwartete Laufzeit

Beispiel
Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro flr Herz, 7 Euro fur Karo,
—5 Euro flr Kreuz und —3 Euro fiir Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusatzlich 1 Euro.

98
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