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Binomial Heaps
Binomial-Baum: Knotenanzahl

B, hat auf Level k €10, ...,r}
genau (,) Knoten

Warum?

Bei Bau des B, aus 2 B, gilt:
ry (r-1 . r—1
k) \k-1 k

Insgesamt: B, hat 2" Knoten
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Binomil Heaps
Binomial-Baum: Loschen der Wurzel (deleteMin)

aus einem B,

werden B;_1,..., By
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Priority Queues Binomial Heaps

Binomial-Baume

Eigenschaften von Binomial-Baumen:
r=0 =

1 r=2 r=3 r=4 r+1
IR O ¢4 m A/A
Binomial-Baum vom Rang r

@ hat Hohe r (gemessen in Kanten)

@ hat maximalen Grad r (Wurzel)

@ hatauf Level £ € {0,...,r} genau (;) Knoten
@ hat}.,,_,(}) = 2" Knoten

@ zerfallt bei Entfernen der Wurzel in r Binomial-Baume
von Rang 0 bis r — 1
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Binomial Heaps
Binomial Heap

Beispiel
Korrekter Binomial Heap:

min-Zeiger

Binomial-Baum
vom Rang r=1
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Binomial Heaps
Binomial Heaps

Bj: Binomial-Baum mit Rang i
Operationen:
@ merge:

@ insert(e):

@ min():
@ deleteMin():
sei das Minimum in B;,
durch Loschen der Wurzel zerfallt der Binomialbaum in
By, ..., B4

Qllog n) _
Merge mit By, Zeit O(log n)
spezieller Zeiger, Zeit O(1)

S8'13

Merge mit dem restlichen Binomial Heap kostet O(log n)
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Priority Queues Binomial Heaps

Merge von zwei Binomial Heaps

wie Bindraddition:

10100100
+101100
/\ A A\ 1
[ A L
A A = 11010000
Aufwand fir Merge: O(log n)
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Priority Queues Binomial Heaps

Binomial Heaps

Weitere Operationen:

@ decreaseKey(h, k): siftUp-Operation in Binomial-Baum fiir das
Element, auf das h zeigt,
dann ggf. noch min-Zeiger aktualisieren

Zeit: O(logn)
@ remove(h): Sei e das Element, auf das h zeigt.

Setze prio(e) = —co und wende siftUp-Operation auf e an bis e in
der Wurzel, dann weiter wie bei deleteMin

Zeit: O(logn)
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Binomial Heaps
Bessere Laufzeit mit Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps

Verbesserung von Binomial Heaps mit folgenden Kosten:
@ min, insert, merge: O(1) (worst case)
@ decreaseKey: O(1) (amortisiert)
@ deleteMin, remove: O(logn) (amortisiert)

Wir werden darauf bei den Graph-Algorithmen zurtickgreifen.
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Algemeines
Ubersicht

@ Suchstrukturen
@ Allgemeines
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Ubersicht

e Suchstrukturen
@ Allgemeines
@ Binare Suchbaume
@ AVL-Baume
® (a,b)-Baume
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Agareins

Vergleich Worterbuch / Suchstruktur
@ Worterbuch effizient Uber Hashing realisierbar

1 3 5 10 14 19

14 5 3 119 1 10

@ Hashing zerstort die Ordnung auf den Elementen
= keine effiziente locate-Operation
= keine Intervallanfragen
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Agemeines
Suchstruktur

Erster Ansatz: sortierte Liste

A
|
A

Problem:
@ insert, remove, locate kosten im worst case ©(n) Zeit

Einsicht:

@ wenn locate effizient implementierbar, dann auch die anderen
Operationen
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Binére Suchbaume
Ubersicht
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@ Suchstrukturen

@ Binire Suchbiaume
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Agersines
Suchstruktur

Idee:
o flige Navigationsstruktur hinzu, die locate effizient macht

Navigationsstruktur
1 3 19 42
g - -t -
=
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Suchstrukturen Bindre Suchbaume

Binarer Suchbaum (ideal)

(19 28)
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aire Suchoiune
Binarer Suchbaum

locate-Strategie:

@ Starte in Wurzel des Suchbaums
@ Fir jeden erreichten Knoten v:

Suchbaum-Regel:

Fir alle Schliissel
ki in T4 und K2 in To:

k1Sk<k2

Falls key(v) > Kgesucht, gehe zum linken Kind von v,
sonst gehe zum rechten Kind

ssis sz /e
Binre Suchbdume
Binarer Suchbaum / locate
locate(9)
1. 3 5 10 14 19 28, 7
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B Suchbune
Binarer Suchbaum

Formal: fir einen Baumknoten v sei
@ key(v) der Schiiissel vorv-y
@ d(v) der Ausgangsgrad (Anzahl Kinder) von v

@ Suchbaum-Invariante: ki < k < ko
(Sortierung der linken und rechten Nachfahren)

@ Grad-Invariante: d(v) <2
(alle Baumknoten haben hochstens 2 Kinder)

@ Schlissel-Invariante:

(FUr jedes Element e in der Liste gibt es genau einen
Baumknoten v mit key(v) == key(e))

H. Taubig (TUM) GAD

Binre Suchbdume
Binarer Suchbaum / insert, remove
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Strategie:
@ insert(e):
» erst wie locate(key(e)) bis Element e’ in Liste erreicht
= falls key(e’) > key(e):
flige e vor e’ ein, sowie ein neues Suchbaumblatt fir e und e’ mit
key(e) als Splitter Key, so dass Suchbaum-Regel erfillt

H. Taubig (TUM) 5513 325/646




Bindre Suchbaume
Binarer Suchbaum / insert, remove

Strategie:
@ insert(e):
» erst wie locate(key(e)) bis Element e’ in Liste erreicht
» falls key(e’) > key(e):
flige e vor €’ ein, sowie ein neues Suchbaumblatt fiir e und e’ mit
key(e) als Splitter Key, so dass Suchbaum-Regel erflillt

@ remove(k):

» erst wie locate(k) bis Element e in Liste erreicht

» falls key(e) = k, I6sche e aus Liste und Vater v von e aus
Suchbaum und

» setze in dem Baumknoten w mit key(w) = k den neuen Wert
key(w) = key(v)
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Binre Suchbdume
Binarer Suchbaum / insert, remove

insert(12)
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Binéire Suchbéume
Binarer Suchbaum / insert, remove

insert(5)
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Binre Suchbdume
Binarer Suchbaum / insert, remove

remove(1)
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Bindre Suchbaume
Binarer Suchbaum / insert, remove

remove(14)
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Birre Sucrosune

Binarer Suchbaum / worst case
Problem:

@ Baumstruktur kann zur Liste entarten
@ Hohe des Baums kann linear in der Anzahl der Elemente werden
= locate kann im worst case Zeitaufwand ©(n) verursachen

Beispiel: Zahlen werden in sortierter Reihenfolge eingefugt
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Binéire Suchbéume
Binarer Suchbaum / insert, remove

remove(14)
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AVLBaume
Ubersicht

© Suchstrukturen

@ AVL-Baume
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AVL-Biume

Balancierte bindre Suchbaume

Strategie zur Losung des Problems:
@ Balancierung des Baums

G. M. Adelson-Velsky & E. M. Landis (1962):
@ Beschrankung der H6henunterschiede flr Teilbaume auf
[-1,0,+1]
= fuhrt nicht unbedingt zu einem idealen unvollstandigen Binarbaum
(wie wir ihn von array-basierten Heaps kennen),
aber zu einem hinreichenden Gleichgewicht

H. Téubig (TUM) GAD S§813 333 / 646
AVL-Baume
AVL-Baume

Balancierte bindre Suchbaume

Fibonacci-Baum

Worst Case:
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AVL-Baume

Balancierte bindre Suchbidume

Worst Case: Fibonacci-Baum
@ Laufzeit der Operation hangt von der Baumhdhe ab
@ Was ist die schlimmste Hohe bei gegebener Anzahl von
Elementen?
@ bzw: Wieviel Elemente hat ein Baum bei gegebener Hohe h
mindestens?

= Flr mindestens ein Kind hat der Unterbaum Héhe h — 1.
Im worst case hat das andere Kind Hohe h — 2 (kleiner geht nicht
wegen Héhendifferenzbeschrankung)

= Anzahl der (inneren) Knoten entspricht den Fibonacci-Zahlen:

Fn= Fn1+ Fn-2
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AVL-Biume
AVL-Baume

Balancierte bindre Suchbdume

Worst Case: Fibonacci-Baum
@ Fibonacci-Baum der Stufe 0 ist der leere Baum
@ Fibonacci-Baum der Stufe 1 ist ein einzelner Knoten

@ Fibonacci-Baum der Stufe h + 1 besteht aus einer Wurzel, deren
Kinder Fibonacci-Baume der Stufen h und h — 1 sind

Explizite Formel:
(=5
2

= Die Anzahl der Elemente ist exponentiell in der Hohe bzw. die
Hdhe ist logarithmisch in der Anzahl der Elemente.

1
™ %
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AVL-Baume

Balancierte bindre Suchbaume

Operationen auf einem AVL-Baum:

@ insert und remove kénnen zunachst zu Bindrbaumen fuhren, die
die Balance-Bedingung fur die Héhendifferenz der Teilbdume
verletzen

= TeilbAume missen umgeordnet werden, um das Kriterium fr
AVL-Baume wieder zu erflillen (Rebalancierung/Rotation)

@ Dazu wird an jedem Knoten die Héhendifferenz der beiden
Unterbdume vermerkt (-1, 0,41, mit 2 Bit/ Knoten)

(Hausaufgabe .. .)

@ Operationen locate, insert und remove haben Laufzeit O(log n)
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Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume

Balancierte bindre Suchbaume

Doppelrotation:

H. Taubig (TUM) GAD 5813 339 / 646

AVL-Baume

Balancierte bindre Suchbidume

Einfachrotation:
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Suchstrukturen (a, b)-Baume

Ubersicht

© Suchstrukturen

® (a,b)-Baume
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