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QuickSort

ldee:
Aufspaltung in zwei Teilmengen, aber nicht in der Mitte der Sequenz
wie bei MergeSort, sondern getrTnnt durch ein Pivotelement
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Ubersicht

G Sortieren

@ QuickSort
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QuickSort: Algorithmus X

quickSort(Element[] a, int £, int r) { ) 1
/la[...r]: zu sortierendes Feld
if (€ <r){

_p=ar]; //Pivot

inti=¢-1; intj=r;

D

N ﬂf{

do{ // spalte Elemente in al{,...,r — 1] nach Pivot p

do {.i4 + } while (a[i] < p);
do {j——}while (j>¢ A a[j] > p);
if (i< j) swap(a[i]%;[ﬁ

} while (i < j);
swap (a[i], a[r]); // Pivot an richtige Stelle
quickSort(a, £, i—1);

quickSort(a, i 41, r);

H. Taubig (TUM) GAD

5513 253 / 646




QuickSort: Laufzeit

Problem:

@ im Gegensatz zu MergeSort kann die Aufteilung in Teilprobleme
unbalanciert sein (also nur im Optimalfall eine Halbierung)

@ im worst case quadratische Laufzeit
(z.B. wenn Pivotelement immer kleinstes oder grof3tes aller
Elemente ist)

Losungen:

@ wahle zufalliges Pivotelement:
Laufzeit O(nlog n) mit hoher Wahrscheinlichkeit

@ berechne Median (mittleres Element):
mit Selektionsalgorithmus, spater in der Vorlesung
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Beweis.
@ Betrachte sortierte Sequenz (e, ..., ep)
@ nur Vergleiche mit Pivotelement
@ Pivotelement ist nicht in den rekursiven Aufrufen enthalten

= e und ej’ werden hochstens einmal verglichen und zwar dann,
wenn e/ oder e}.’ Pivotelement ist
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QuickSort

Laufzeit bei zufélligem Pivot-Element
@ Zahle Anzahl Vergleiche (Rest macht nur konstanten Faktor aus)
@ C(n): erwartete Anzahl Vergleiche bei n Elementen

Satz
Die erwartete Anzahl von Vergleichen f(ir QuickSort ist

C(n) < 2ninn < 1.39nlog, n
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Beweis.

@ Zufallsvariable Xj € {0, 1}
@ Xj=1 & e und ej.’ werden verglichen

7T A

N
Cn) = E|Y. x| =Y E[x]
i<f i<j
= Zo,-uﬁ@+%m[x,;:1]
i<j
= Y Prx;=1
Z,f‘ [’Q | S ——
y
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QuickSort
Lemma
PriXj=1=2/(j—i+1) )
Beweis.
@ SeiM = {ej.’,...,ef]

@ Irgendwann wird ein Element aus M als Pivot ausgewanhlt
@ Bis dahin bleibt M immer zusammen.

@ e/ und ej’ werden genau dann direkt verglichen, wenn eings der
beiden als Pivot ausgewahlt wird
@ Wahrscheinlichkeit:

Prle; oder e; aus M ausgewahit] =

QuickSort

Verbesserte Version ohne Check flir Array-Grenzen

gSort(Element[] a, int ¢, int r) {
while (r — € = ng) {
j = pickPivotPos(a, f r);
swap(alf].a[f]); = alt];
inti=~¢; mt;:r;
repeat {
while (a[i] < p) do i+ +
while (a[j] > p) do j——
it (i < j) | swap(alil, alj)):
}until (i > j);
|f (i< (£+r)/2){qSorl(a, £, ));
else { gSort(a, i, r);

S8'13

i++ =)

msertlonSort ,0,1);
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QuickSort
Beweis.
n-1 n - {—\ 'e Ly\l.\
C = Y. Prx=1]= Z;‘—:+1 o
i<j i=1 j=i+1
—1 n—i+1 n—1 nA-
1
IR W
i=1 k=2 l:1£_2_____,
n-1 1 n 1
<)2)’ L = 2An-f Z@ = 2(n=1)(H,=1)
_i:_1k:2m/ k=2
< 2(n- ),t%}\n_—/f < 2ninn = 2nIn(2)lod,(n)
k ol
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Ubersicht
e Sortieren
@ Selektieren
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Selekteren
Rang-Selektion

@ Bestimmung des kleinsten und gréBten Elements ist mit einem
einzigen Scan Uber das Array in Linearzeit moglich

@ Aber wie ist das beim k-kleinsten Element,
z.B. beim |n/2]-kleinsten Element (Median)?

Problem:

Finde k-kleinstes Element in einer Menge von n Elementen

H. Taubig (TUM) GAD S§813 262 / 646
QuickSelect
Ansatz: &hnlich zu QuickSort, aber nur eine Seite betrachten
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Selekteren
Rang-Selektion

@ Bestimmung des kleinsten und gréB3ten Elements ist mit einem
einzigen Scan Uber das Array in Linearzeit moglich

@ Aber wie ist das beim k-kleinsten Element,
z.B. beim [n/2]-kleinsten Element (Median)?

Problem:

Finde k-kleinstes Element in einer Menge von n Elementen

Naive Lésung: Sortieren und k-tes Element ausgeben

= Zeit O(nlog n)

Geht das auch schneller?
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Methode analog zu QuickSort
Element quickSelect(Element[] a, int [, int r, int k) {
/I a[l...r]: Restfeld, k:Rang des gesuchten Elements
if (r == 1) return a[l];
int z = zuféllige Positionin {/,...,r}; swap(a|z], a[r]);
Elementv =ajr]; inti=1-1; intj=r;
do{ // spalte Elemente in all,...,r — 1] nach Pivot v
do i + + while (a[i] < v);
do j— — while (a[j] > v && j # I);
if (i < j) swap(a[il. a[j]);
} while (i < j);
swap (al[i], a[r]); // Pivot an richtige Stelle
if (k <) return quickSelect(a, l,.i—=1, k);
if (k >_i) return quickSelect(a, i+ 1,r, k);
else return alk]; //k == Re——
) S
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QuickSelect

Alternative Methode

Element select(Element[] s, int k) {
assert(|s| = k);
Wahle p € s zuféllig (gleichverteilt);

Element[]a:={ee€s:e <p};
if (|a] = k)\J

return select@_,k);

Element[]1b :={e€s: e =p};
if (|lal + |b| = k)
return p;

Element[]c =lees:e>p};
return select(c,k —|a| — |bl);

—
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teilt das Feld jeweils in 3 Teile:
a Elemente kleiner als das Pivot
b Elemente gleich dem Pivot
¢ Elemente gréBer als das Pivot

T(n):

PSS

erwartete Laufzeit bei n Elementen

Satz

Die erwartete Laufzeit von QuickSelect ist linear:

S8'13

T(n) € O(n).
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QuickSelect

Alternative Methode

v
s k |~A5 abc 1-7- 4
(3,1,4.1,5,92)6,5,3,5,8,9) 7 |(1,1)¢(2)(3,4,596,53,58,9)
(3,4,5.9 5,8,9) (3,4,5,5,3,5) (6) (9,8,9)
(3,4{5,5,3,5) 4 (3,4,3) (5,5,5) O

i
In der sortierten Sequenz wirde also an 7. Stelle'das Element 5
stehen.

Hier wurde das mittlere Element als Pivot verwendet.
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Beweis. 2 /—\—L’j
@ Pivot ist gut,ymde/almfﬁmfr als 2/3 der aktuellen
FeldgroBe sind: iL-—\

schlecht schlecht

= Pivot ist gut, falls es im mittleren Drittel liegt

p = Pr[Pivot ist gut] = 1/3
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QuickSelect QuickSelect
i Beweis.
@ Pivot ist gut, wenn weder a noch ¢ langer als 2/3 der aktuellen
FeldgréRe sind: Y T(n) cn+p-T(n-2/3)+(1-p)-T(n)

en+p-T(n-2/3)
cn/p+ T(n-2/3)
enjptc- (n-2/3)/p + T(n- (2/3))
p = Pr[Pivot ist gut] = 1/3 ... wiedemjoltes I.:t/setz<i|:|7___
Erwartete Zeit bei n Elementen (cn/p)(1 +2/3+4/9+8/27+...)

@ linearer Aufwand auBerhalb der rekursiven Aufrufe: cn 2(2/ 3)

@ Pivot gut (Wsk. 1/3): Restaufwand < T(2n/3) 20—

cn 1
@ Pivot schlecht (Wsk. 2/3): Restaufwand < T(n—-1) < T(n) 173 1-2/3

schlecht - schlecht p-T(n)

= Pivot ist gut, falls es im mittleren Drittel liegt @)

IA A A IA
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=9cn € O(n)
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