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Periekies Hashing
Perfektes Hashing fur statisches Worterbuch

@ bisher: konstante erwartete Laufzeit
falls m im Vergleich zu n geniigend grof3 gewahlt wird
(nicht ausreichend fiir Real Time Scenario)

@ Ziel: konstante Laufzeit im worst case far find()

durch perfekte Hashtabelle ohne Kollisionen
statische Menge S von n Elementen

@ Annahme:
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Pt Hashr
Ubersicht

e Hashing

@ Perfektes Hashing
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Perees Hashing

Statisches Worterbuch

e S:
@ H,:

S§'13

feste Menge von n Elementen mit Schlisseln ky bis k,

(Hinweis: 2-universelle Familien existieren flir alle m)
@ C(h)fur h e Hy: Anzahl Kollisionen in S fur h, d.h.

C(h)=[{(x,y): x,y €S, x#y, h(x) = h(y))|

Beispiel:

Chy=2+6=8
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c-universelle Familie von Hashfunktionen auf {0,...,m — 1}
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Porktos Hashin
Statisches Worterbuch

Lemma
Es gilt
E[C(h)] <en(n—1)/m
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Perfekies Hashing
Statisches Worterbuch

Lemma
Flir mindestens die Halfte der Funktionen h € Hy, gilt:

C(h) <2en(n-1)/m
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Parikis Hashing
Statisches Worterbuch

Lemma
Es gilt
E[C(h)] <en(n—1)/m

Beweis.
@ Definiere n(n— 1) Indikator-Zufallsvariablen Xj;(h):
Fari#jsei Xj(h) =1 & h(k) = h(k)).
@ Dannist C(h) = ¥ Xji(h)

Zx,-- =ZE[X,;;]=ZPr[)(,;,-=1]Sn(n—1)-c/m

i#f i#f i#]

E[C] = E

= Flr quadratische Tabellengrée ist die erwartete Anzahl von
Kollisionen (und damit die erwartete worst-case-Laufzeit fur find)

eine Konstante. O |
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Perkios Hashing
Statisches Worterbuch

Lemma
Ftir mindestens die Halfte der Funktionen h € Hy, gilt:

C(h) <2cen(n—-1)/m

Beweis.
® Aus Lemma E[C(h)] <cn(n—1)/m und
Markov-Ungleichung Pr[X > k - E[X]] < % folgt:
Pr[C(h) = 2cn(n—-1)/m] < Pr[C(h) = 2E[C(h)]] < %

2cn(n—-1)

= Fur héchstens die Halfte der Funktionen ist C(h) > —=

— Fur mindestens die Halfte der Funktionen ist C(h)@)22-1)
™=

0
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Perfektes Hashing
Statisches Worterbuch
Lemma

Wenn m > cn(n— 1) + 1, dann bildet mindestens die Hélfte der

Funktionen h € Hy, die Schlissel injektiv in die Indexmenge der
Hashtabelle ab.

Beweis.

@ Fur mindestens die Halfte der Funktionen h € Hp, gilt C(h) < 2.

@ Da C(h) immer eine gerade Zahl sein muss, folgt aus C(h) < 2
direkt C(h) =0

= keine Kollisionen (bzw. injektive Abbildung)

@ Wahle zufallig h € Hyp, mitm > cn(n—1) + 1 O)
@ Prife, ob injektiv. = behalten oder erneut wahlen
= Nach durchschnittlich 2 Versuchen erfolgreich
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Perees Hasting

Statisches Worterbuch

@ BJ': Menge der Elemente in S, die h auf ¢ abbildet,

tef0,....,m—=1}und he Hp

e bl: Kardinalitdt von B, also b/ := |B/|

@ Fir jedes ¢ fihren die Schllssel in Bé’ zu b{?(bp — 1) Kollisionen

@ Also gilt:

C(h) = b/ (b] 1)

£€{0,...,m—1}

H. Taubig (TUM)
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S

Statisches Worterbuch

Ziel: lineare TabellengrdfBe

Idee: zweistufige Abbildung der Schllssel

@ 1. Stufe bildet Schllissel auf Buckets von konstanter
durchschnittlicher GréBe ab

@ 2. Stufe benutzt quadratisch viel Platz flir jedes Bucket

@ Benutze Information Ober C(h), um die Anzahl Schlissel zu
beschranken, die auf jede Tabellenposition abgebildet werden

=

H. Taubig (TUM) GAD S§'13 216 / 647

Perees Hashing

Perfektes statisches Hashing: 1. Stufe

Konstruktion der Hashtabelle:
@ Sei « eine (spater festzulegende) Konstante
@ Wahle Funktion h € H,,), um S in Teilmengen B, aufzuspalten.

@ Wahle h dabei aus dem Teil von H;,pm, flr den gilt

2cn(n—1) < 2cn

Chy < —m— ==

(vorletztes Lemma)

@ Furjedes £ €{0,...,[an] — 1} seien B, die Elemente, die auf ¢
abgebildet werden und b, = |B;| deren Anzahl
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Pertektes Hashing
Perfektes statisches Hashing
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Pertektas Hashing
Perfektes statisches Hashing
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GréBe an
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S

Perfektes statisches Hashing: 2. Stufe
@ FUr jedes By:
Sei[m/]= cbe(b - 1) +1
Wabhle eine Funktion h;, € F@die B, injektiv in {0, ..., m;, — 1}

abbildet
(mindestens die Halfte der Funktionen in Hy, tun das)

@ Hintereinanderreihung der einzelnen Tabellen ergibt eine
GesamtgrdBe der Tabelle von ), m;

@ Die Teiltabelle fur B, beginnt dabei an Position
Sg:mo+m1+...+mﬂ

@ Die Anweisungen

= h(x); returns,+ hy(x);
berechnen dann eine injektive Funktion auf S.
Pertktes Hashing
Perfektes statisches Hashing
@ Die Funktion ist begrenzt durch:

[an]-1 [an]—1

>

¢=0 £=0
[an] A4 c-
1 Hlap+ ¢ - 2¢cn/a

14+ (a+2¢%/a)n

® a = V2c¢ minimiert-diese Schranke
e Fiir ¢ = ¥&rgibt sich 2 V2n als gréBter Adresswert
Satz

Ftir eine beliebige Menge von n Schliisseln kann eine perfekte
Hashfunktion mit Zielmenge {0, ..., 2 vV2n} in linearer erwarteter
Laufzeit konstruiert werden.

IA N IA
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Y (c-b(b—1)+1)  (siehe Def. der mys)

= = =

H. Taubig (TUM) GAD §5'13

T

222 / 647




-~ GAD.pdf — Grundlagen: Algorithmen und Datenstrukturen

Datei  Bearbeiten  Ansicht

Gehe zu

Lesezeichen  Hilfe

~  GAD.pdf — Grundlagen: Algorithmen und Datenstrukturen

Datei  Bearbeiten  Ansicht Gehezu

Lesezeichen  Hilfe

# Vvorherige ¥ Nachste | 222

Inhalt

OTIVErSenes FasmTyg

Hashing with Linear Probi...

Anpassung der Tabelleng...

Diskussion / Alternativen

= Sortieren

Einfache Verfahren
MergeSort

Untere Schranke!
QuickSort

189

(249 von 721)

Perlektes stafisches Hashing
 Die Furboion st bagperst cureh

T e = oo 100 tisbobedde
anl + @ Gihy

o zer

4 - Zzminimen dow Schrarke
8 Fir o 1 enghtach 2Zn 3 grefber Ackesanart

e \an n Schlizal
Hashiunktion mit Zeimenga ,...,22n| in ng arar anwartater
Laufzat kanstuiart werdon.

Y e
Perlektas dynamisches Hasting

Kiarey man perikse HashArksonen such oy mich korsuren?

# vorherige ¥ Nachste ‘ 222

Inhalt

OTIVETSETES ATy
Hashing with Linear Probi...
Anpassung der Tabelleng...
Perfektes Hashing
Diskussion / Alternativen

~ Sortieren
Einfache Verfahren
MergeSort
Untere Schranke!
QuickSort

(249 von 721)

Perfektes stafisches Hashing
+ Dis Furisicn 32 begrersschrch:
... -
Yom - X lemmeonen)  (dewne s ms)

il +- Gik)

# - VEaminimier: do Schranke
s Fir o erght ach 2 0 s reer Ackessuert

ir sine belizbige Menge o n Schilsaln kann ains padakie
Hashfunkiion mit Zelmange 1. .., 221 in Ing.amr amariatar
L auizod kansiruiari wargon.

Y i

Periektas dynamisches Hashing

e man perishes Hasrrkscnen such dynamisch horamiren?

frequenzer

Selektieren . 2.8, mit Gudoo Hashing
.. » 2 HasHurkionen by ud fe

Selektieren . 2.8, mit Gudho Hazhing
; » 2 Hahhrkdonen 1 ud fu

Aufzeichnunen

—
-
¥ Menu |_E| |&g

™| % @@@*}Q #) , L Do.23.Mai, 12:39

« Do. 23. Mai, 12:37




