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Problem: Hashtabelle ist zu grol3 oder zu klein
(sollte nur um konstanten Faktor von Anzahl der Elemente abweichen)

Lésung: Reallokation

o Anpassung der Tabellengrdfe @ Wahle geeignete TabellengréfBe
@ Wahle neue Hashfunktion

e Ubertrage Elemente auf die neue Tabelle
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Dynamisches Waérterbuch
Problem: Tabellengr6Be m sollte prim sein

(far eine gute Verteilung der Schlissel)
Lésung:
o Fir jedes k gibt es eine Primzahl in [k%, (k + 1)°]

e Jede Zahl z < (k + 1)3, die nicht prim ist, muss einen Teiler

t < \(k + 1) = (k + 1)%¥2 haben.

@ Fir eine gewiinschte ungeféhre TabellengréBe m’ (evt. nicht prim)
bestimme k so, dass k3 < m’ < (k + 1)3
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@ Hilfsmittel:
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Wachstum der harmonischen Reihe
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= Kosten zu vernachlassigen im Vergleich zur Initialisierung der
Tabelle der GréBBe m (denn mist kubisch in k)
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Anpassting der Tabellengtde
Dynamisches Worterbuch h o f4
y s Wérterbuc (wé) _ mq«g (o)

Problem: TabellengréBe m sollte prim sein PPN
(fur eine gute Verteilung der Schllssel) Q £« i

Lésung:
o Fir jedes k gibt es eine Primzahl in [k%, (k +1)?]
@ Jede Zahl z < (k + 1)3, die nicht prim ist, muss einen Teiler

t < \J(k + 1)8 = (k + 1)%?2 haben.

@ FUr eine gewlnschte ungeféhre TabellengréBe m’ (evt. nicht prim)
bestimme k so, dass k® < m’ < (k +1)3

o GroBe des Intervalls:

(k+1)3—k3+1 = (K° + 3k® + 3k + 1 /14+1 = k2+3k+2
@ Fir jede Zahl j = ,(k +1)%2:

streiche die Vielfachen von j in [k3, (k + 1)3] C_/'C‘)( L2/

o Fiir jedes j kostet das Zeit ((k + 1)° - k® + 1) /j € O(k?/j)
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Perfekies Hashing
Ubersicht
© Hashing
@ Perfektes Hashing
H. Taubig (TUM) GAD S§8'13 209 / 647




S—

Perfektes Hashing fur statisches Worterbuch
@ bisher: konstante erwartete Laufzeit

falls m im Vergleich zu n gentigend grof3 gewahlt wird

(nicht ausreichend fir Real Time Scenario)
@ Ziel: konstante Laufzeit im worst case far find()
durch perfekte Hashtabelle ohne Kollisionen
@ Annahme: statische Menge S von n Elementen

_[na] [s] [alweft] [ro] |
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Statisches Worterbuch

Lemma
Es gilt 0
E[C(h)] <en(n—1)/m

S8'13

210 / 647

H. Taubig (TUM) GAD

5813

212 /847

——

Statisches Worterbuch

e S: feste Menge von n Elementen mit Schllsseln ki bis kj
@ H,: c-universelle Familie von Hashfunktionen auf {0,...,m -1}

(Hinweis: 2-universelle Familien existieren fir alle m)
@ C(h)fur h e Hn: Anzahl Kollisionen in S fur h, d.h.

C(h) = |{(x,y) . X,y €S, x#y, h(x) =h(y))|

Beispiel:

Chy=2+6=8

Perkios Hashing
Statisches Worterbuch

Lemma
Es gilt 7%
E[C(h)] <en(n—1)/m )

Beweis.
@ Definiere n(n — 1) Indikator-Zufallsvariablen Xj;(h):
Fiyi# jsei Xj(h) =1 & h(k) = h(kj).
nn ist C(h) = Y Xij(h)

Y X;| =Y E[X] =) Pr[X;=1] <n(n-1)-c/m

i#] i#f i#j € 6(,,3}

= Flr quadratische Tabellengréf3e ist die erwartete Anzahl von
Kollisionen (und damit die erwartete worst-case-Laufzeit fur find)

eine Konstante. O |

E[C] = E
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Pertektes Hashing
Markov-Ungleichung

Satz (Markov-Ungleichung)
Fir jede nichtnegative Zufallsvariable X und Konstante k gilt:

PIX > k- B[X]] < -

= |
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Perees Hasting

Statisches Worterbuch

Lemma
Fiir mindestens die Halfte der Funktionen h € Hy, gilt:

C(h) <2cn(n-1)/m
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Pertekies Hashing
Markov-Ungleichung
Satz (Markov-Ungleichung)

Fir jede nichtnegative Zufallsvariable X und Konstante k gilt:

Pr{X > k - E[X]] < %

Beweis.

Y z-Prix =2

zeR

EX] =

> Y z-PX=22> Y k-EX]-PriX=2]
z=k-E[X] z>k-E[X]
> k-E[X]-Pr[X > k- E[X]] 7
N & = R K
- I:lJ
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