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I TR Ourchechnitiche Lauzet
Average Case Complexity

Uniforme Verteilung:
(alle Instanzen gleichwahrscheinlich)

t(n) = % Y TG
M ieT,

Tatsachliche Eingabeverteilung kann in der Praxis aber stark von
uniformer Verteilung abweichen.

Dann

t(n) =Y, pi- T()

ieln

Aber: meist schwierig zu berechnen!
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Durchschnitiche Laufzel
Ubersicht

© Effizienz

@ Durchschnittliche Laufzeit

H. Taubig (TUM) GAD SS'13 98 /650
T ouchechitichs Lauzet
Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung
increment(A)
Input : Array A mit Binarzahl in A[0]... A[n—1],
in A[n] steht eine 0
Output : inkrementierte Binarzahl in A[0]...A[n]
i=0;
while (A[i] == 1) do
Alll =0;
i=i+1;
Alil = 1;
Durchschnittliche Laufzeit fir Zahl mit n Bits?
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Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung
Analyse:
nalyse Durchschnittliche Laufzeit:
@ Sei I, die Menge der n-Bit-Instanzen.
" J () = 7 Z T(i)
n
o Fr die Halfte (1/2) der Zahlen x, 1 ... xo € 7, ist X =0 < / L
i 1
= 1 Schleifendurchlauf _ @Z@ O(k) Pé—t‘
o Fir die andere Halfte gilt xp = 1. K
Bei diesen gilt wieder fUr die Halfte (also insgesamt 1/4) der = o —
ok
Zahlen Xixg = 01
= 2 Schleifendurchlaufe AN Z k] ?
pu— _k pu—
@ Fiir den Anteil (1/2)* der Zahlen gilt Xk—1Xk—2...X0 = 01...1 k=1
= k Schleifendurchléufe
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Durchschnittiche Laufzeit Durchschnittiche Lautzeit
Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung
Lemma Lemma
n+2 ok on + 2
Z ok Se- on Z ok <2
k=1 o
Beweis
Induktionsanfang:
1
. L k 1 142
Fir n =1 gilt: kzz;z—k—és2— o v
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Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung
Lemma

n
Zziksz— ”2“;2
k=1

Beweis
Induktionsanfang:
1
) L kA 142
Farn =1 gilt: Zz—kzész— o
k=1
Induktionsvoraussetzung:
Dk n+2
Fir n gilt: Zz—ksz— =
k=1
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Evaroe Lavze
Ubersicht
© Effizienz
@ Erwartete Laufzeit
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Durchschnittiche Lazei
Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung

Beweis.
Induktionsschritt: n—n+1
"E k [Z”: k ]+ n4 1
ok ok 1
k=1 2 k=1 2 2n+ >/
< 2- it + % (laut Ind.vo}r.)
S (§n+2) nt1_, pfip&—n A
= T o T onm cT on+
B _n+ 3 "
- on+1 "o 1( /
_ ,_ (nn+2 2 i ofn)
2n+1 14_.‘/1
y
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Erwartete Lautzeit
Zufallsvariable
Definition

Flr einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge Q2 nennt man
eine Abbildung X : Q+— R (numerische) Zufallsvariable.

4
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Enwartele Laufzelt
Zufallsvariable
Definition

Far einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge Q nennt man
eine Abbildung X : Q— R (numerische) Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable Uiber einer endlichen oder abzihlbar unendlichen
Ergebnismenge heil3t diskret.

V.
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Ervarot Lavei

Zufallsvariable

Definition

Flr einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge © nennt man
eine Abbildung X : Q+— R (numerische) Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable Uber einer endlichen oder abzahlbar unendlichen
Ergebnismenge heif3t diskret.

Der Wertebereich diskreter Zufallsvariablen
Wy = X(2) = {x e R | Jw € Q mit X(w) = x}

ist ebenfalls endlich bzw. abzahlbar unendlich.

Y,

we | X(w)=x

Schreibweise: Pr[X = x] = Pr[X™" (x)| = Pr{w]

4
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Erwartete Lauzet
Zufallsvariable
Definition

Far einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge Q nennt man
eine Abbildung X : Q+— R (numerische) Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable Uber einer endlichen oder abzahlbar unendlichen
Ergebnismenge heiB3t diskret.

Der Wertebereich diskreter Zufallsvariablen
A
Wy =X(Q2) = {x € R|dw € Q mit X(w) = X}

ist ebenfalls endlich bzw. abzahlbar unendlich.

y
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Erwartete Lauzet
Zufallsvariable

Beispiel
Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro fir Herz, 7 Euro fir Karo,
—5 Euro fur Kreuz und —3 Euro fur Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusatzlich 1 Euro.

H. Taubig (TUM) GAD 5513 107 / 850




Envartete Laufzeit
Zufallsvariable

Beispiel
Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro flir Herz, 7 Euro flr Karo,
—5 Euro fir Kreuz und =3 Euro fir Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusatzlich 1 Euro.

Q=1{0A,0K,...,02,0A,0K,...,02,&A,aK,. .., &2, aA, 8K, . 42}

X sei der Geldbetrag den wir bekommen bzw. bezahlen.
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Enwartete Laufzsit
Erwartungswert
Definition

Fir eine diskrete Zufallsvariable X ist der Erwartungswert definiert als

BX] = Y ®)YPIX=x] =) X(w)-Prlu]

xeWyx we

sofern Exew@‘ Pr[X = x] konvergiert (absolute Konvergenz).
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Ewartete Laufzel
Zufallsvariable

Beispiel
Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro flir Herz, 7 Euro fiir Karo,
-5 Euro fiir Kreuz und =3 Euro fir Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusatzlich 1 Euro.

Q={QA,0K,...,02,0A,¢K,...,02,8A,aK,... &2, 6A, &K, . 42}
X sei der Geldbetrag den wir bekommen bzw. bezahlen.

WX - {_51 _41 _3.- _2.- 41 51 7; 8]
PriX = —3] = Pr[aK] + ...+ Pra2] = 12/52 = 3/13
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Enwartete Laufzei
Erwartungswert
Definition

Fir eine diskrete Zufallsvariable X ist der Erwartungswert definiert als

/
BX] =Y x,/-Pr[X =x] =) X(w)- Prla]

xe Wy we

sofern }.,ew, IX| - Pr[X = x] konvergiert (absolute Konvergenz).

Bei endlicher Ereignismenge und gleichwahrscheinlichen Ereignissen
entspricht der Erwartungswert dem Durchschnitt:

BX] = Y x-@_ ZX(w)_ ﬁZX(m)
xe Wy wefl we
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Effizienz

Erwartete Laufzeit

Erwartungswert

Beispiel
(Beispiel wie zuvor)

E[X]

1 43

Wir bekommen also im Erwartungswert Euro pro gezogener Karte.

A

hickinger - Ste
Diskrete
Strukturen

Grundlagen zu diskreter Wahrscheinlichkeitstheorie findet man z.B. in folgendem Buch:

Th. Schickinger, A. Steger

Diskrete Strukturen — Band 2
(Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik)
Springer-Verlag, 2001.

H. Taubig (TUM)
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Envartote Lautzoit
Erwartungswert
Beispiel

/Qﬁ
L
PEY) 2L<

ﬂ/z)#

Minze werfen, bis sie zum ersten Mal Kopf zeigt
Zufallsvariable k: Anzahl der Versuche

k ungerade:
k gerade:

Spieler bezahlt etwas an die Bank
Spieler bekommt etwas von der Bank

Zufallsvariable X: Gewinnbetrag der Bank

""’r—r—n._

1

Variante 1: Spieler bezahlt/bekommt k Euro
IE[X] existiert (absolute Konvergenz) Q '«.
Variante 2: Spieler bezahlt/bekommt 2% Euro IZ/[*(’/(\ (é)
E[X] existiert nicht (keine ‘Konvergenz) A —A ,\ /{ -A
Variante 3: Spieler bezahlt/bekommt Ek—k Euro
E[X] existiert nicht (Konvergenz, aber keine absolute)
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Enwartete Laufzei
Erwartungswert
Beispiel
Minze werfen, bis sie zum ersten Mal Kopf zeigt

Zufallsvariable k: Anzahl der Versuche

1) C [\a"&] = {ﬁlﬁk

k ungerade: Spielerhezahlt etwas an die Bank
k gerade: Spieler bekommt etwas von der Bank

Zufallsvariable X: Gewinnbetrag der Bank

- - - —/

H. Taubig (TUM) GAD

Erwartste Laufzei
Erwartungswert zusammengesetzter Zufallsvariablen

S§'13 110/ 650

Satz (Linearitat des Erwartungswerts)

Fiir Zufallsvariablen nd
XFaXi+...+anXn
mitaq,...,an € R gilt
E[X] = a1E[Xq] + ... + anE[Xp). )

¥a

Interessant ist flr uns vor allem der einfache Fall:

Xi=Xi+...+ X X;:——qxn*é
i i~ [
™ E[X] = E[X;] + ... + E[X,]. lEb(K”OJE&};




Ervarte Lauon
Beispiel: Suche in statischer Liste

R By g gy
—

Liste mit Elementen 1,...,m

lineare Suche nach Element i ab Listenanfang
s; Position von Element i in der Liste (1=Anfang)

pi Wahrscheinlichkeit fir Zugriff auf Element i

@ gegeben:
@ search(i):

H. Taubig (TUM) GAD S8'13

Enartete Lautzot
Beispiel: Suche in statischer Liste

—)—)—)—)—)—)

Liste mit Elementen 1, ..., m
lineare Suche nach Element i ab Listenanfang

s; Position von Element i in der Liste (1=Anfang)
pi Wahrscheinlichkeit fur Zugriff auf Element i

Erwartete Laufzeit der Operation search(i) mit zufélligem i:

112 /650

@ gegeben:
@ search(i):

E[T(search(i))] = 0[2 Pfsi]

Erwartete Laufzeit t(n) fir n Zugriffe bei statischer Liste:
t(n) = E[T(nx search(i))] = n- E[T(search(i))] = O[nz p,-s,-]
i
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Ervarts Lot
Beispiel: Suche in statischer Liste

—)—)—)—)—)—)

Liste mit Elementen 1,...,m
lineare Suche nach Element i ab Listenanfang

s; Position von Element i in der Liste (1=Anfang)
pi Wahrscheinlichkeit fir Zugriff auf Element i

Erwartete Laufzeit der Operation search(i) mit zufalligem i:

@ gegeben:
@ search(i):

E[T(search(i))] = O[Z p,-s;]

H. Taubig (TUM) GAD S§'13

Enartto Lautet
Beispiel: Suche in statischer Liste

112/ 650

Optimale Anordnung?

= wenn flr alle Elemente i, j mit p; > p; gilt, dass s; < s, d.h.
die Elemente nach Zugriffswahrscheinlichkeit sortiert sind

0.B.d.A. seien die Indizes so,dass p1 > p2 > ... > pm
@ Optimale Anordnung: s; =i

@ Optimale erwartete Laufzeit: opt = E pil-i
i

Einfach: wenn die Zugriffswahrscheinlichkeiten bekannt sind
= optimale erwartete Laufzeit durch absteigende Sortierung nach p;

Problem: was wenn die Wahrscheinlichkeiten p; unbekannt sind?
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Envartete Lauzel
Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste

RS

Move-to-Front Rule:
Verschiebe nach jeder erfolgreichen Suche das
gefundene Element an den Listenanfang

Bsp.: Ausfiihrung von search(4) ergibt

—)—)—)@—)—)—)
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Envartee Laufzsi
Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste

Beweis.
Betrachte zwei feste Elemente i und j
fo Zeitpunkt der letzten Suchoperation auf i oder j
Pr{A A B
@ bedingte Wahrscheinlichkeit: Pr[A|B] = %

PCA(CVD) _ _PrC]
@ Pr[CI(CVv D)= PrfCvD]  Pr[CV D]

Pj
Pi + Pj
o mit Wsk. —P— steht i vor j und mit Wsk. —"

Pi + Pj Pi + Pj

@ Pr[search(j) bei ty | search(i Vv j) bei to] =

steht j vor i

H. Taubig (TUM) GAD 5813 116 /850

Erwartete Lautzei
Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste

Erwartete Laufzeit t(n) bei dynamischer Liste:

4

\
[ T(search(i))] = O[ZB{- - Es)]

Satz

Ab dem Zeitpunkt, wo auf jedes Element mindestens einmal
zugegriffen wurde, ist die erwartete Laufzeit der search-Operation
unter Verwendung der Move-to-Front Rule héchstens 2 - opt.
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Enwarst Lauzl
Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste
Beweis.
Betrachte nun nur ein festes Element i
@ Definiere Zufallsvariablen X; € {0, 1} flr j # i:
Xi=1 <& jvoriinder Liste
@ Erwartungswert:
 E[X] = 0-Pr{X=0]+1-Pr[X =1
— = —Prfletzte-Suehe nach i/j war rjach j|
_ P
Pi + pj
y
H. Taubig (TUM) GAD §5'13 117 /650




Envartete Lauzel
Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste

Beweis.
Betrachte nun nur ein festes Element i

@ Definiere Zufallsvariablen X; € {0, 1} fiir j # i:

Xi=1 & jvoriinderListe

@ Erwartungswert:

€ Suche nach i7j war nach j]
Y
Pt
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Enwartete Laufzeit
Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste
Beweis.
Erwartete Laufzeit der search-Operation:
E[TMTF] = Zp, 1+Z P
i = Pit D
<
- = D)
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Effizienz Erwartete Laufzeit

Beispiel: Suche in selbstorganisierender Liste

Beweis.
@ Listenposition von Element i: 1 + Z X;
[#i
@ Erwartungswert der Listenposition von Element i:

m-‘rzxj:

E[S,’] = E

J#i

= 1+ E

E[S;@ =

| =0 0 m ]

J#i J#

1+Zp,-?pf‘1/

j#i
V.
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Ubersicht
@ Datenstrukturen fiir Sequenzen
@ Felder
@ Listen
@ Stacks und Queues
@ Diskussion: Sortierte Sequenzen
H. Taubig (TUM) GAD S§8'13 120 /650




Sequenzen

Sequenz: lineare Struktur

s=<{(ep, ..., €n-1)

(Gegensatz: verzweigte Struktur in Graphen, fehlende Struktur in Hashtab.)

Klassische Reprasentation:
@ (Statisches) Feld/Array:
direkter Zugriff Gber s[i]

» Vorteil: Zugriff Gber Index, homogen im Speicher
» Nachteil: dynamische GréBenanderung schwierig

o Liste:
indirekter Zugriff Gber Nachfolger/Vorganger
» Vorteil: Einfiigen/Léschen von Teilsequenzen
» Nachteil: kein Zugriff per Index, Elemente Gber Speicher verteilt
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Ubersicht
© Datenstrukturen fir Sequenzen
@ Felder
H. Taubig (TUM) GAD S5'13 123 /650

Datenstrukturen fiir Sequenzen

Sequenzen

Operationen:
@ (ey,...,entn|i] liefert Referenz auf g

® (ep,..., en-1)0et(i) =g
® (ey,...,€i-1,€j,...,en-1).5et(i,e) ={ey,...,€-1,€,...,6n-1)
® (ey,...,en1).pushBack(e) =(ep,...,€n-1,€)
° (eo,...,en_ﬁ.—go pBack() = (eo, ..., en-2)
° (eo,...,en_1).siio =n
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Sequenz als Feld

Problem:

@ Beim Anlegen des Felds ist nicht bekannt, wieviele Elemente es
enthalten wird

@ Nur Anlegen von statischen Feldern mdglich
(s = new ElementTyp[w])

Lésung: Datenstruktur fir dynamisches Feld
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Feider
Dynamisches Feld

Erste Idee:

@ Immer dann, wenn Feld s nicht mehr ausreicht:
generiere neues Feld der GréBe w + ¢ fir ein festes ¢

s[O] | s[1] | s[2] | ... |s[w— 1]|andere Daten

J Kopieren in neues gréBeres Feld

s[o] | s[1] | s[2] | -.. |s[w—1]| s[w]| ... |s[w+c—1]
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Felder
Dynamisches Feld

Zeitaufwand fur Erweiterung: O(w + ¢) = O(w)

s[0] | s[1] | s[2] | ... |s[w~— 1]{andere Daten

|l Kopieren in neues groBeres Feld

s[0] | s[1] | s[2] | -.. |s[w—1]| s[w]

s[w+ ¢ —1]

Zeitaufwand fur n pushBack Operationen:

@ Aufwand von O(w) nach jeweils ¢ Operationen

@ Gesamtaufwand:

O[gc-i] =0(n?)
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