Script generated by TTT

Title: Taubig: GAD (22.05.2012)
Date: Tue May 22 14:33:28 CEST 2012
Duration: 88:25 min

Pages: 32

LECWLGI  Hashing with Linear Probing

Hashing with Linear Probing

Vorteil:

Es werden im Gegensatz zu Hashing with Chaining

(oder auch im Gegensatz zu anderen Probing-Varianten)

nur zusammenhangende Speicherzellen betrachtet.

= Cache-Effizienz!
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Hashing with Linear Probing

Problem: Loschen von Elementen

@ Loschen verbieten

@ Markiere Positionen als geléscht
(mit speziellem Zeichen # L)
Suche endet bei L, aber nicht bei markierten Zellen

Problem: Anzahl echt freier Zellen sinkt monoton
= Suche wird evt. langsam oder periodische Reorganisation

@ |Invariante sicherstellen:

Fir jedes e € S mit idealer Position i = h(key(e)) und aktueller
Position j gilt:
T[], T[i+1]....,T[j] sind besetzt

CEELILE  Universelles Hashing

Wann wird h(x) = h(y)?

Beweis.

Wenn man alle Variablen a; auBBer g; festlegt, gibt es
exakt eine Wahl fir a;, so dass ha(x) = ha(y), denn

k k
ha(x) = ha(y) & Z ajx; = Z aiyi modm
i=1 i=1
e ax-y) = Z ai(yi — xi) modm
i#
& g = (x-y) Z aj(yi—x;) modm
i#]
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} Loschen / Aufrechterhaltung der Invariante
Problem: Léschen von Elementen

L|1L] L1453 (191 | L L ]| L

remove(3) &/ ideale Pos.
V4

L1 L|1al5|a(19[1|L|1]
\béJ/

L] L14|5|L|19]1 | L L ]|L

@ Lodschen verbieten

@ Markiere Positionen als geldscht
(mit speziellem Zeichen # 1)
Suche endet bei L, aber nicht bei markierten Zellen

Problem: Anzahl echt freier Zellen sinkt monoton
= Suche wird evt. langsam oder periodische Reorganisation

@ Invariante sicherstellen:

Fir jedes e € S mit idealer Position i = h(key(e)) und aktueller
Position j gilt:
T[i], T[i+1],...,T[j] sind besetzt
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Beweis.
Vorbetrachtung:
kK ki
14 5(12|3 [19] 1 10 =<Y T=¢
k! il
[ i=0
Lauf der Linge 5\
k K
= k! > (5)
Satz
Wenn n Elemente in einer Hashtabelle T der Gré3e m > 2en mittels
einer zufédlligen Hashfunktion h gespeichert werden, dann ist fir jedes | 1 Sk
T|i] die erwartete Lénge eines Laufes in T, der T[i] enthélt, O(1). (E) - n! o = n-(n-1). k| (n—k+1)
I(n—k)!
(e ist hier die Eulersche Zahl) nk emk
< @ =<(%)
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Hashing with Linear Probing

Beweis.
@ n: Anzahl der Elemente

@ m>2en: GroBe der Hashtabele &€ :l-
Ve, L

@ Lauf der Lange k: k aufeinanderfolgende besetzte Zellen

k
@ Anzahl Méglichkeiten zur Wahl von k Elementen: () < (%)

@ Wahrscheinlichkeit, dass k Hashwerte genau einen Lauf der

k
Lange k an einer bestimmten Stelle ergeben: £ < (£)

@ Es gibt aber k verschiedene Anfangspositionen des Laufs der
Lange k, so dass T|[i] darin liegt.

~ px = Pr[Ti] in Lauf der Léinge K] < (%) k (£)" < k (3)"

r

H Taubg (TUW ss2
LEENLLES  Anpassung der TabellengroBe
Ubersicht
e Hashing

@ Anpassung der TabellengroBe

H. Taubig (TUM)
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Hashing with Linear Probing

Beweis.
@ Erwartete Lange des Laufs:

Il
g
>

®

2 ~ E[Lange des Laufs um TI[i]]
(/‘— #Mf 2 XN k>1

(leta]” Y

-—

.z &)’L‘ L =

D.h. also die erwartete Laufzeit der Operationen insert, remove
und find ist eine Konstante.

A
1
o
—_——
N =
~—

I
S

—
S—

H. Taubig (TUM)
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Anpassung der TabellengréBe

Dynamisches Worterbuch

Problem: Tabellengr63e m sollte prim sein
(fir eine gute Verteilung der Schllissel)

Ldsung:
o Fur jedes k gibt es eine Primzahlin [k%, (k + 1)?]

@ Jede Zahl z < (k + 1)3, die nicht prim ist, muss einen Teiler

t < y/(k +1)% = (k + 1)*2 haben.

@ FUr eine gewlinschte ungeféhre TabellengréBe m’ (evt. nicht prim)
bestimme k so, dass k¥ <m’ < (k+1)®

H. Taubig (TUM)

198 /632
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Dynamisches Wérterbuch

Problem: TabellengréBe m sollte prim sein
(flr eine gute Verteilung der Schllssel)

Lésung:

o Fir jedes k gibt es eine Primzahlin [k, (k + 1)?]
@ Jede Zahl z < (k + 1)3, die nicht prim ist, muss einen Teiler

t < J(k+ 1) = (k +1)3/2 haben.
@ Fir eine gewlinschte ungefahre TabellengréBe m’ (evt. nicht prim)

bestimme k so, dass k3 < m’ < (k +1)®
@ GroBe des Intervalls:

(k+1)°-k®+1=(k®+3k®*+3k +1)—k3+1=3k®+3k + 2
@ Firjede Zahlj=2,...,(k +1)*2:

streiche die Vielfachen von j in [k®, (k + 1)3]

@ Fiir jedes j kostet das Zeit ((k +1)% - ks) /i = O(k*/j)

H. Taubig (TUM)

Ubersicht

© Hashing

Hashing Perfektes Hashing

@ Perfektes Hashing

H. Taubig (TUM)
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Hashing Anpassung der TabellengréBe

Dynamisches Warterbuch
@ Hilfsmittel: Wachstum der harmonischen Reihe

n
1
Inn < H”:ZT < 1+Inn
=1

@ insgesamt:

k2
¥ o) -k ¥ of)
J<(k+1)32 J j<(k+1)3/2 /

e K2-0(3AIn((k + 1)%?))
e O(k?Ink
€ o(m)

= Kosten zu vernachldssigen im Vergleich zur Initialisierung der
Tabelle der GréBe m (denn m ist kubisch in k)

Perfektes Hashing

H. Taubig (TUM)

Hashing

Perfektes Hashing fur statisches Worterbuch
@ bisher: konstante erwartete Laufzeit
(nicht ausreichend fiir Real Time Scenario)

@ Ziel: konstante Laufzeit im worst case far find()
durch perfekte Hashtabelle ohne Kollisionen

@ Annahme: statische Menge S von n Elementen

H. Taubig (TUM) S§§8'12 201 /8632
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Statisches Worterbuch

@ S: feste Menge von n Elementen mit Schlisseln ky bis kj,

@ H,: c-universelle Familie von Hashfunktionen auf {0,...,m— 1)
(Hinweis: 2-universelle Familien existieren flr alle m)

O/Cih\)fl:lr h € Hyn: Anzahl Kollisionen in S fir h, d.h.

C(h)=|{(x.y): x,y €S, x#y,_h(x) = h(y)}|

Beispiel: : 5
1
10 1 3
Chy=2+6=28 = = =
5]
- .
-
H Taubig TUW ssiz a0 /a
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Statisches Worterbuch

Lemma
Es gilt
E[C(h)] <cen(n—1)/m

Beweis.
@ Definiere n(n— 1) Indikator-Zufallsvariablen Xj(h):
Firi# jsei Xj(h) =1 < h(k) = h(kj).
@ Dannist C(h) = Y.ix; Xj(h)

Zx,-- :ZE[X,,-] :Zpr[x,-,-: 1] <n(n-1)-c/m

i#f i#f i#f

E[C] = E

= FUr quadratische Tabellengréfe ist die erwartete Anzahl von
Kollisionen (und damit die erwartete worst-case-Laufzeit fur find)
eine Konstante. O

H. Taubig (TUM)

Hashing Perfektes Hashing

Statisches Worterbuch

Lemma
Es gilt
E[C(h)] <cn(n—-1)/m
H. Taubig (TUM) . Gp SS'12  203/632

LEELILE  Perfektes Hashing

Markov-Ungleichung

Satz (Markov-Ungleichung)
Ftir jede nichtnegative Zufallsvariable X und Konstante k gilt:

PrIX > k - E[X]] < %

H. Taubig (TUM)

204 /632
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Markov-Ungleichung

Satz (Markov-Ungleichung)
Fir jede nichtnegative Zufallsvariable X und Konstante k gilt:
PriX > k- E[X]] < %
Beweis.
E[X] = z-Pr[X = 2]
LY
> Y, z-PiX=2> ) k-E[X]-PrX=2]
z=k-E[X] zzk-E[X]
k-E[X]-PriX =k E[X]]
K A
m|
H. Taubig (TUM) o ] SS12  204/632
Hashing Perfektes Hashing
Statisches Worterbuch
Lemma
Fir mindestens die Hélfte der Funktionen h € Hp, gilt:
C(h)<2cn(n—-1)/m
Beweis.
@ Aus Markov-Ungleichung PriX >k - E[X]]< 1 folgt:

Pr[C(h) = 2cn(n—1)/m] < Pr[C(h) = 2E[C(h)]] = 15
= Fir héchstens die Halfte der Funktionen ist C(h) = 2cn(n—1)/m
= Flr mindestens die Halfte der Funktionen ist

C(h)L£2cn(n—1)/m
|
H. Taubig (TUM) e §S12  205/632

Hashing Perfektes Hashing

Statisches Worterbuch

Lemma
Fiir mindestens die Halfte der Funktionen h € Hp, gilt:

C(h)<2cen(n—-1)/m

H. Téubig (TUM)

“ 8§12 205 /632

LEELILE  Perfektes Hashing

Statisches Worterbuch

Lemma

Wenn m = cn(n — 1) + 1, dann bildet mindestens die Hélfte der
Funktionen h € Hy, die Schliissel injektiv in die Indexmenge der
Hashtabelle ab.

Beweis.
@ Fiir mindestens die Halfte der Funktionen h € Hp, gilt C(h) < 2.

@ Da C(h) immer eine gerade Zahl sein muss, folgt aus C(h) < 2
direkt C(h) =0
= keine Kollisionen (bzw. injektive Abbildung)

@ Wahle zufallig h € Hp mitm > cn(n—1) + 1
@ Prife, ob injektiv. = behalten oder erneut wahlen
= Nach durchschnittlich 2 Versuchen erfolgreich

________ oo ss12 208/632

H. Taubig (TUM)
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Statisches Worterbuch

Lemma
Fiir mindestens die Halfte der Funktionen h € Hp, gilt:

C(h) <2cn(n-1)/m

Beweis.
@ Aus Markov-Ungleichung PriX >k -E[X]]< 1 folgt:

Pr(C(h) = 2cn(n—1)/m] < Pr[C(h) = 2E[C(h)]] < =

= Fur héchstens die Halfte der Funktionen ist C(h) > 2en(n—1)/m

= Fir mindestens die Halfte der Funktionen ist
C(h)<2cn(n-1)/m

O

Hashing Perfektes Hashing

H. Taubig (TUM)

Statisches Worterbuch

Ziel: lineare TabellengrdBe

Idee: zweistufige Abbildung der Schllssel

@ 1. Stufe bildet Schlussel auf Buckets von konstanter
durchschnittlicher GroRe ab

@ 2. Stufe benutzt quadratisch viel Platz flr jedes Bucket

@ Benutze Information tber C(h), um die Anzahl Schlissel zu
beschranken, die auf jede Tabellenposition abgebildet werden

H. Taubig (TUM)

Hashing Perfektes Hashing

Statisches Worterbuch

Lemma

Wenn m > cn(n — 1) + 1, dann bildet mindestens die Hélfte der
Funktionen h € Hy, die Schiissel injektiv in die Indexmenge der
Hashtabelle ab.

Beweis.
@ Fur mindestens die Halfte der Funktionen h € Hy, gilt C(h) < 2.
@ Da C(h) immer eine gerade Zahl sein muss, folgt aus C(h) <2
direkt C(h) =0
= keine Kollisionen (bzw. injektive Abbildung)

e Wabhle zufallig h € Hy mitm >cn(n—1) + 1
@ Prife, ob injektiv. = behalten oder erneut wéahlen
= Nach durchschnittlich 2 Versuchen erfolgreich

“ 8§12 206 / 632

LEELILE  Perfektes Hashing

H. Taubig (TUM)

Statisches Worterbuch

° Bh: : Menge der Elemente in S, die h auf ¢ abbildet,
£e{0,...,m—1}und h € Hp

e bf: Kardinalitat von B, also b = |B|

e Fr jedes ¢ fiihren die Schitissel in Bf' zu b/'(b] - 1) Kollisionen

@ Also gilt:
cthy= Y. bf(b-1)
t€{0,...,m—1}
H. Téubig (TUM) e SS12  208/632
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Perfektes statisches Hashing: 1. Stufe

Hashing Perfektes Hashing

Perfektes statisches Hashing

Konstruktion der Hashtabelle:

@ Sei o eine (spater festzulegende) Konstante 1 3 5 10 14 19
@ Wahle Funktion h € Hp,n, um S in Teilmengen B, aufzuspalten.
@ Wahle h dabei aus dem Teil von H;,n, fiir den gilt GroBe an
_ I j
C(h) < m < 2cn (vorletztes Lemma)
[an] h. h.
i j
@ Fiirjedes ¢ €{0,...,[an] — 1} seien B, die Elemente, die auf ¢ 10| 5 14 (19 1
abgebildet werden und b, = |B;| deren Anzahl
H. Taubig (TUM) sS12  209/632 H. Taubig (TUM) . Gp ss12  210/632
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Perfektes statisches Hashing: 2. Stufe
@ Fur jedes By:

Seim = cbb 1) +1.
Wahle eine Funktion h, € Hp,, die By injektiv in {0, ..., m, — 1}
abbildet

(mindestens die Hélfte der Funktionen in Hy, tun das)

Perfektes statisches Hashing

@ Hintereinanderreihung der einzelnen Tabellen ergibt eine GroBe an

GesamtgroBe der Tabelle von Y, m;

@ Die Teiltabelle fir B, beginnt dabei an Position
Sp=Mo+ My + ...+ Mp—q

........ 10 5 oo 14 19 1

@ Die Anweisungen

£ = h(x); return s, + he(x);
berechnen dann eine injektive Funktion auf S.
H. Taubig (TUM) 8S12  211/632
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Perfektes statisches Hashing
@ Die Funktion ist begrenzt durch:

[en]-1 [an]—1
me = Z (c-be(bp—1)+1) (siehe Def. der m;’s)
=0 £=0
< Jan]l+c-C(h)
< 14+an+c-2cn/a
< 1+ (a+2¢/a)n

® a = V2c minimiert diese Schranke
@ Fiir c = 1 ergibt sich 2 v2n als gréBter Adresswert

Satz

Flir eine beliebige Menge von n Schiiisseln kann eine perfekte
Hashfunktion mit Zielmenge {0, ..., 2 \/§n] in linearer erwarteter
Laufzeit konstruiert werden.




