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nasning ‘nunstruktlon von Hashfunktionen
o o o o Beispiel fUr eine Familie von guten Hashfunktionen h,
e |eider in Praxis: viele leere Tabelleneintrage, Kollisionen (keys werden .. L .
. ) parametrisiert durch Vektor a von g Integer-Zahlen: a = (al, as, ...,ag) :
auf gleichen Index abgebildet) o
e Wahrscheinlichkeit von Kollisionen: Annahme: randomisierte Hash- ® Wahle m als Primzahl (Grund: siehe [10],[11])
Funktion, n keys sollen auf m Indices verteilt werden:
e Interpretiere Schllssel von f Bits als Tupel von g Bindrzahlen (xq, x2, ..., X4)

P(keine Kollision beim i, ,,Schliissel) = —
- (i - ]_) n—1
LRI y (U
i=1 m i=

23 und m = 365 ist P(keine Kollision) < 0.5
%

m—(i—1)
nom
P(keine Kollsion bei n Schliisseln) = 1_[

Bsp: flir n =

Bsp.f=32,g=4:
Yy ——— ' ~—~—"

x,=218  x,=75

11011010 01001011 01101101 00110111
x3=109 x4 55

® h, ist dann ber Skalarprodukt und modulo-m-Operation definiert:

hq(x) = (a * x) mod m

® - beweisbar wenig Kollisionen (siehe [10],[11])



| u@hstruktion von Hashfunktionen

| n?u%ustruktion von Hashfunktionen

Beispiel fur eine Familie von guten Hashfunktionen h,

parametrisiert durch Vektor a von g Integer-Zahlen: a = (al,az, ...,ag) :

e Wihle m als Primzahl (Grund: siehe [10],[11])

Beispiel fur eine Familie von guten Hashfunktionen h,

parametrisiert durch Vektor a von g Integer-Zahlen: a = (al, as, ...,ag) :

e Wahle m als Primzahl (Grund: siehe [10],[11])

® Interpretiere Schllssel von f Bits als Tupel von g Bindrzahlen (x4, x5, ..., Xg4) e Interpretiere Schllssel von f Bits als Tupel von g Bindrzahlen (xq, x2, ..., Xg)
T
Bsp.f=32,g=4: 11011010 01001011 01101101 00110111 Bsp.f=32,g=4: 11011010 01001011 01101101 00110111
xl 218 x2—75 x3 109 X4_ 55 xl 218 x2—75 x3 109 .X'4_ 55
e h, ist dann Uber Skalarprodukt und modulo-m-Operation definiert: e h, ist dann Uber Skalarprodukt und modulo-m-Operation definiert:
ha(x) = (a *x) modm ha(x) = (a * x) mod m
e — beweisbar wenig Kollisionen (siehe [10],[11]) ® - beweisbar wenig Kollisionen (siehe [10],[11])
%
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| nounstruktion von Hashfunktionen | nunstruktion von Hashfunktionen
Beispiel fur eine Familie von guten Hashfunktionen h, Beispiel fur eine Familie von guten Hashfunktionen h,
parametrisiert durch Vektor a von g Integer-Zahlen: a = (al,az, ...,ag) : parametrisiert durch Vektor a von g Integer-Zahlen: a = (al, as, ...,ag) :
e Waihle m als Primzahl (Grund: siehe [10],[11]) e Wahle m als Primzahl (Grund: siehe [10],[11])
® Interpretiere Schllssel von f Bits als Tupel von g Bindrzahlen (x4, x5, ..., Xg4) e Interpretiere Schllssel von f Bits als Tupel von g Bindrzahlen (xq, x2, ..., Xg)
%

Bsp.f=32,g=4: 11011010 01001011 01101101 00110111 "k

xl 218 x2—75 x3 109 X4_ 55

® h, ist dann Uber Skalarprodukt und modulo-m-Operation definiert:
he(x) = (a xx) modm

e - beweisbar wenig Kollisionen (siehe [10],[11])

Bsp.f=32,g=4: 11011010 01001011 01101101 00110111

~

.

xl 218 x2—75 x3 109 .X'4_ 55

® h, ist dann ber Skalarprodukt und modulo-m-Operation definiert:
hq(x) = (a * x) mod m
® - beweisbar wenig Kollisionen (siehe [10],[11])
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nulnsionen: Losung 1: Chaining

Oe .
nasning

Idee: statt Array von Elementen bzw. (Key, Element)-ltems
nun Array von Sequenzen (bspw. verkettete Listen) von

Elementen bzw. (Key, Element)-ltems

e Anforderungen an Hashfunktion:
O platzsparend (bspw. u.a. im Idealfall surjektiv)

O gute Streuung / Verteilung Gber Tabelle

22 2 1 19 84 7 11
/ ~ ﬁ}‘/ T / o effizient berechenbar
L b~ o
0 1 2 .. 30 .. 121 .. 663 842 - 870 871 - 899 .. m-l
HEEENENNENNEEENNEE | . |
i ] ] ! e |dealfall: h in O(1) berechenbar und jedes Element e alleine unter Index
key-22|  [key-1 key-19 key=11 h(key(e)) gespeichert = find, insert, remove in O(1) realisierbar
e e, €19 ey
I + void insert (ElementType e) { Item<ElementType, Key> find(Key k) {
hashTable[h(key(e))]l. = e; @ return hashTable[h(k)];
key=2 key=7 } )
e, €7
; void remove (Key k) {
hashTable[h(k)] = null;
key=84 }
€34
L1 (1) Genauer milsste hier natiirlich stehen: hashTable[h(key(e))] = new Item(kev(e),e): dann sallte {um zweimaliges
Berechnen zu vermeiden) keyle) natirlich zwischengespeciert werdsn.
o & . .. - @ . .. ..
nulisionen: Losung 1: Chaining numsionen: Lésung 1: Chaining
Idee: statt Array von Elementen bzw. (Key, Element)-ltems Idee: statt Array von Elementen bzw. (Key, Element)-ltems
nun Array von Sequenzen (bspw. verkettete Listen) von nun Array von Sequenzen (bspw. verkettete Listen) von
Elementen bzw. (Key, Element)-ltems Elementen bzw. (Key, Element)-ltems
22 2 1 7 11 22 2 1 7 11
7 — _}/" ’ / / / P /
‘/‘/ - 7 ’ ‘/A/ - - v"l“ﬁ/, ’
0 1 2 .. 30 .. 121 .. 663 870 871 - 899 .. m-l 0 1 2 .. 30 .. 121 .. 663 842 - 870 871 -~ 899 .. m-1
L] L]
[ [ [ i‘IHHIHHE‘ H‘i‘l'l"i“
key=22 key=1 key=19 key=11 key=22 key=1 key=19 key=11
€2 € €19 en €22 € €19 €n
I List<Item>[] = new List<Item>[m]; I List<Item>[] = new List<Item>[m];
. _ insert (ElementType e){ . _ insert (ElementType €) {
key=2 key=" hashTable [ (key (e)) ] .insert (e) ; & key=2 key=/ hashTable[h (key () ] .insert(e);
e, ey } e, €y 1
; remove (Key k) { ; remove (Key k) {
hashTable [h (k) ] .remove (k) ; hashTable[h (k)] .remove (k) ;
key=84 ! key=84 }
€g4 Item find(Key k) { €gs Item find(Key k) {
return hashTable[h(k)].find(k): return hashTable[h(k)].find (k) :
} }
bspw. verwendet in java.util.HashTable E— _

(1) Siehe entsprechende Bemerkung auf Folie 119)

bspw. verwendet in java.util.HashTable

(1) Siehe entsprechende Bemerkung auf Folie 118)



Rutisionen: Losung 2: (Linear) Probing

Rulisionen: Lésung 2: (Linear) Probing

Idee: speichere Element e mit i==h(key(e)) am ersten freien Index i, i+1, i+2, ...

22 2 1 7 11
/ e /// /"’/
Vo™ re —
0 1 2 .. 30 31 .. 121 - 842 843844 -. 893 - m-l
| mfaf ] jasfesf7 | [u ||

insert (ElementType e){
i = hikey(e)):
while ( (hashTable[i] '= null) && (hashTable[i].element != e)
i = (i+l) % m; %&
hashTable[i] = new Item(key(e),e):

Item find(Key k) {

i = h(k);
while ((hashTable[i] '= null) && (hashTable[i].key != k))
i= (i+l) % m;

return hashTable[i]:

Rutisionen: Losung 2: (Linear) Probing

Idee: speichere Element e mit i==h(key(e)) am ersten freien Index i, i+1, i+2, ...

22 2 1 7 11
/ / /// - -~
Vo ' F ‘.///

0 1 2 .. 30 31 ..121 - 842 843844 .. 899 - m-1

L[ Dl [a] [wesr | [uf |

insert (ElementType €) {
i = h(key(e)):
while ( (hashTable[i] '= null) && (hashTable[i].element != e))

i = (i+l) % mg
hashTable[i] = ne&gItem(key(e),e);

Item find(Key k) {

i = nh(k):
while( (hashTable[i] != null) && (hashTable[i].key != k))
i= (i+l) % m;

return hashTable[i]:

Rutisionen: Lésung 2: (Linear) Probing

Idee: speichere Element e mit i==h(key(e)) am ersten freien Index i, i+1, i+2, ...

22 2 1 19 84 7 11
// / /// 7_,_,.7-'-""!- 7 -
V™ e - o
0 1 2 .. 30 31 .. 121 - 842 843844 -. 899 - M1l
[ [0 [ 22| [a] [wofsef7] [u] | |

insert (ElementType e){
i = hikey(e)):
while ( (hashTable[i] '= null) && (hashTable[i].element != e))
i= (i+l) % m:
hashTable[i] = new I@ém(key(e),e):

Item find(Key k) {

i = h(k);
while ((hashTable[i] '= null) && (hashTable[i].key != k))
i= (i+l) % m;

return hashTable[i]:

Idee: speichere Element e mit i==h(key(e)) am ersten freien Index i, i+1, i+2, ...

22 2 1 19 84 7 11
S, -
/- Y P -
0 1 2 .. 30 31 ..121 - 842 843844 .- 899 .. m-l
L [l (e fwfaaz ] [u] ||

Achtung: remove erfordert ggf. lokale Anpassungen:
Flr jedes Element e mit idealem Index i == h(key(e)), das am Index
gespeichert wurde, muss gesichert sein, dass die Indices i, i+1, ..., j besetzt sind.



I?berung der HashtablegréRe

| Fenektes Hashing

e Damit Hashing moglichst kollisionsfrei: n < m, aber
m nicht zu groR (Speicherverschwendung).

® Wenn m zu klein oder zu grof3: Reallokation:

O &

mulg

In einer fiktiven Hashtabelle ohne Kollisionen wiren die Operationen insert, remove und

© Wahle neue HashtabellengréfRe m’, wobei m’
eine Primzahl sein sollte (Grund:

amortisiert effizient moglich)

© Whihle neue Hashfunktion h: K

o Ubertrage Elemente (bzw. ltems) in neue

Hashtabelle

abe Hashing - Hashing with Chaining

find so implementierbar:

In einer Hashtabelle mit Chaining missen die Operationen angepasst werden (siehe
umseitig). Ergdnzen Sie die fehlenden Anweisungen an zwei gekennzeichneten Stellen

void insert (ElementType e){
hashTable[h (key(e))] = e;
}

void remove (Key k) {
hashTable[h(k)] = null;
}

Item<ElementType,Key> find(Key k) {
return hashTable[h(k)];
}

entsprechend!

Ziel: Sequenzen (im Fall Chaining) bzw.
Folgen besetzter Positionen (im Fall lin. Probing)
sollten moglichst kurz sein

® Wenn dies nicht der Fall ist: find kann zur linearen Suche Uber alle
Elemente ausarten - worst case: O(n) (expected / average: O(1))

siehe [11]) (ist ] Oé(lz;flz perfektes Hashing ohne Kollisionen (dann = find: garantiert
—> [0,m' —1] ® Idee (zumindest bei statischer HashtabellengréfRe m, statischer Zahl
! von Elementen n): verwende zweistufiges Hashing:
© h_1 mit wenig Kollisionen aber guter Ausnutzung der m Indices:
% Bildet auf Buckets (=kleinere Hashtabellen) von konstanter
durchschnittlicher GréRe ab
Iz
o je ein h_2 ohne Kollisionen fiir jedes Bucket um in jedem die
Kollisionen aus der 1. Stufe aufzulésen

& abe Hashing - Hashing with Chaining

mnuIg

In einer fiktiven Hashtabelle ohne Kollisionen waren die Operationen insert, remove und
find so implementierbar:

void insert (ElementType e){
hashTable[h(key(e))] = e;
} o

void remove (Key k) {
hashTable[h(k)] = null;
}

Item<ElementType,Key> find(Key k) {
return hashTable[h(k)];
}

In einer Hashtabelle mit Chaining mussen die Operationen angepasst werden (siehe
umseitig). Ergdnzen Sie die fehlenden Anweisungen an zwei gekennzeichneten Stellen

entsprechend!
List<Item>[] = new List<Item>[m]: List<Item>[] = new List<Item>[m];
insert (ElementType e) { insert (ElementType e) {
hashTable [h(key(e))].insert (e); hashTable[h(key(e))].insert (e);

}

remove (Key k) {

}

remove (Key k) {

}

Item find(Key k) {

}

Item find(Key k) {

returnl

3 return | |

}

}
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suriierte Sequenzen — Bindre Suche piniare Suche — Java Code von locate

public static int locate(int key, int[] a) { //a must be sorted ascendingly

® |dee: verwende sortiertes Array und bindre Suche zur Realisierung von int lowerIndex = @;
locate - locate (ebenso wie find) in O(log n) realisierbar (insert und remove i:?k:;gge:?::::e:l:diiﬁth "L
brauchen aber stets G(n) (WEEGn notigem Ukapleren)) return -1; //key is larger than the largest key in a --> treat this case extra

int middleIndex = 8;

while(lowerIndex <= higherIndex) { //while we are not finished with searching i\\
middleIndex = lowerIndex + (higherIndex - lowerIndex) / 2; //choose new mid
if(key < a[middleIndex])

e Bindre Suche auf aufsteigend sortiertem Array: rekursives Prinzip:

O Fange in der Mitte an zu suchen. % higherIndex = middleIndex - 1; //continue search in lower half
. o . else if(key > a[middleIndex])

0 Wenn gesuchter Key grofRer: Wende binére Suche auf rechte Teilliste an e = mECRRRT R il AT ST S rmer

© Wenn gesuchter Key kleiner: Wende binare Suche auf linke Teilliste an else

return middleIndex; //we found it!

; /
//reaching this part of the code means that a does not contain key
//--> return index of smallest key k' with k' > k :
if(key <= a[middleIndex])

return middleIndex;
else

return middleIndex + 1;

h
O & ®,
piniare Suche — Java Code von locate pinare Suche — Java Code von locate
public static int locate(int key, int[] a) { //a must be sorted ascendingly public static int locate(int key, int[] a) { //a must be sorted ascendingly
int lowerIndex = ©; int lowerIndex = ©;
int highékIndex = a.length - 1; int higherIndex = a.length - 1;
if(key > a[higherIndex]) if(key > a[higherIndex])
return -1; //key is larger than the largest key in a --»> treat this case extra return -1g //key is larger than the largest key in a --> treat this case extra
int middleIndex = ©; int middleIndé& = 9;
while(lowerIndex <= higherIndex) { //while we are not finished with searching i\\ while(lowerIndex <= higherIndex) { //while we are not finished with searching i\\
middleIndex = lowerIndex + (higherIndex - lowerIndex) / 2; //choose new mid middleIndex = lowerIndex + (higherIndex - lowerIndex) / 2; //choose new mid
if(key < a[middleIndex]) if(key < a[middleIndex])
higherIndex = middleIndex - 1; //continue search in lower half higherIndex = middleIndex - 1; //continue search in lower half
else if(key > a[middleIndex]) else if(key > a[middleIndex])
lowerIndex = middleIndex + 1; //continue search in upper half lowerIndex = middleIndex + 1; //continue search in upper half
else else
return middleIndex; //we found it! return middleIndex; //we found it!
) / ; /
//reaching this part of the code means that a does not contain key //reaching this part of the code means that a does not contain key
//--> return index of smallest key k' with k' > k : //--> return index of smallest key k' with k' > k :
if(key <= a[middleIndex]) if(key <= a[middleIndex])
return middleIndex; return middleIndex;
else else
return middleIndex + 1; return middleIndex + 1;



CY m e
piriare Suche — Java Code von locate pinare Suche — Java Code von locate

public static int locate(int key, int[] a) { //a must be sorted ascendingly public static int locate(int key, int[] a) { //a must be sorted ascendingly
int lowerIndex = ©; int lowerIndex = ©;
int higherIndex = a.length - 1; int higherIndex = a.length - 1;
if(key > a[higherIndex]) if(key > a[higherIndex])
return -1; //key is larger than the largest key in a --> treat this case extra return -1; //key is larger than the largest key in a --> treat this case extra
int middleIndex = e int middleIndex = 8;
while(lowerIndex <=thigherIndex) { //while we are not finished with searching i\\ while(lowerIndex <= higherIndex) { //while we are not finished with searching i\\
middleIndex = lowerIndex + (higherIndex - lowerIndex) / 2; //choose new mid middleIndex = lowerIndex + (higherIndex - lowerIndex) / 2; //choose new mid
if(key < a[middleIndex]) if(key < a[middleIndex])
higherIndex = middleIndex - 1; //continue search in lower half higherIndex = middleIndex - 1; //continue search in lower half
else if(key > a[middleIndex]) else if(key > a[middleIndex])
lowerIndex = middleIndex + 1; //continue search in upper half lowerIndex = middleIndex + 1; //continue search in upper half
else else
return middleIndex; //we found it! return middleIndex; //we found it!
} J re, /
//reaching this part of the code means that a does not contain key //teaching this part of the code means that a does not contain key
//--> return index of smallest key k' with k' > k : //--> return index of smallest key k' with k' > k :
if(key <= a[middleIndex]) if(key <= a[middleIndex])
return middleIndex; return middleIndex;
else else
return middleIndex + 1; return middleIndex + 1;
1 h
o & ®,
pinare Suche —Java Code von locate pinare Suche — Java Code von locate
public static int locate(int key, int[] a) { //a must be sorted ascendingly public static int locate(int key, int[] a) { //a must be sorted ascendingly
int lowerIndex = ©; int lowerIndex = ©;
int higherIndex = a.length - 1; int higherIndex = a.length - 1;
if(key > a[higherIndex]) if(key > a[higherIndex])
return -1; //key is larger than the largest key in a --> treat this case extra return -1; //key is larger than the largest key in a --> treat this case extra
int middleIndex = ©; int middleIndex = @;
while(lowerIndex <= higherIndex) { //while we are not finished with searching while(lowerIndex <= higherIndex) { //while we are not finished with searching i\\
middleIndex = lowerIndex + (higherIndex - lowerIndex) / 2: //choose new mid middleIndex = lowerIndex + (higherIndex - lowerIndex) / 2; //choose new mid
if(key < a[middleIndex]) ﬁk if(key < a[middleIndex])
higherIndex = middleIndex - 1; //continue search in lower half higherIndex = middleIndex - 1; //continue search in lower half
else if(key > a[middleIndex]) else if(key > a[middleIndex])
lowerIndex = middleIndex + 1; //continue search in upper half lowerIndex = middleIndex + 1; //continue search in upper half
else else
return middleIndex; //we found it! return middleIndex; //we found it!
) / ; /
//reaching this part of the code means that a does not contain key //reaching this part of the code means that a does not contain key
//--> return index of smallest key k' with k' > k : //--> retdrn index of smallest key k' with k' > k :
if(key <= a[middleIndex]) if(key <= a[middleIndex])
return middleIndex; return middleIndex;
else else
return middleIndex + 1; return middleIndex + 1;



CY m e
piriare Suche — Java Code von locate pinare Suche

public static int locate(int key, int[] a) { //a must be sorted ascendingly lowerindex middlelndex
int lowerIndex = ©;

int higherIndex = a.length - 1;

locate key 147
if(key > a[higherIndex])

return -1; //key is larger than the largest key in a --»> treat this case extra

higherindex

‘nt middleInd 6 0 1 2 3 a4 5 6 7 8 9 |10(11 12|13 (14|15 |16 |17 |18 |19
int middleIndex = ©;
while(lowerIndex <= higherIndex) { //while we are not finished with searching \ 2| 3|4 |28]|32/(40 |80 120|128(140(141|144|147)152/159|163|173(189|193|198
middleIndex = lowerIndex + (higherIndex - lowerIndex) / 2; //choose new mid
if(key < a[middleIndex]) @
. h:!.ir(lzr'lndex;-::idleznd?)}( - 1; //continue search in lower half 0 1 7 3125 5 7 2 1o li0l11l12l13112]15]1 1617118 19
else if(key > a[middleIndex
lowerIndex = middleIndex + 1; //continue search in upper half 2 3 4 128 (32 (40| 80 |120|128|140|141(144(147|152|159|163|173]|189(193(198
else @
return middleIndex; //we found it!
} / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |110|11 |12 |13 (14 (15| 16| 17| 18 | 19
JIGEERAT A (SR S RS DL i3 O El [TE Geia i 47 2| 3| a|28|32]40]80|120]128|140|141 144 |147|152|159]|163|173| 189|193 | 198
//--> return index of smallest key k' with k' > k :
if(key <= a[middleIndex]) @
return middleIndex;
else 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10|11|12|13 14| 15|16 | 17|18 | 19
return middleIndex + 1; 2| 3| 4 [28]32]40|80/|120(128(140|141 144 (147|152 |159(163|173|189|193|198
¥ T
AA
S

H & @,
pinare Suche pinare Suche

lowerlndex middlelndex higherindex lowerindex middlelndex higherindex

locate key 147 locate key 147

o|1{2|3|4|5|6|7|8|9|10f11|12|13|14|15|16 |17 |18 |19

0|]1|2)|3]4]|5 6|7 |89 |10|11}12|13|14|15(16| 17|18 |19

2 | 3|4 (28]|32]|40 |80 (120/128|140(141|144(147|152|159|163(173|189(193|198

2 (3428|3240 |80 (120|128]|140(141(144|147|152|159|163(173(189|193|198

2| 3|4 |28|32)|40|80(120|128(140|141|144|147(152|159|163(173]|189|193|198 2 3|14 |28(32|40|80|120(128|140|141(144|147(152|159|163|173|189(193|198

2 13| 4 (28)32]|40| 80 |120|128|140(141|144(147|152|159(163|173(189]|193(198 2|3 | 4 |28|32(40)|80 (120|128(140(141|144(147|152(159|163|173|189/193|198

o|1|2|3|[4|5|6|7|8]|9]|10[11]12|13]|14|15|16|17]| 18|19

2| 3|4 |28|32)|40|80(120|128(140|141|144|147(152|159|163(173]|189|193|198

2 3|14 |28(32|40|80|120(128|140|141(144|147(152|159|163|173|189(193|198

—»

>
>

(
59
=



CY m e
piriare Suche — Java Code von locate pinare Suche

public static int locate(int key, int[] a) { //a must be sorted ascendingly

int lowerIndex = @; e |ocate: Analyse Laufzeit:

int higherIndex = a.length - 1; entscheidende Zeilen:

if(key > a[higherIndex])
return -1; //key is larger than the largest key in a --»> treat this case extra

int middleIndex = 8; while(lowerIndex <= higherIndex) { //while we are not finished with searching

while(lowerIndex <= higherIndex) { //while we are not finished with searching middleIndex = lowerIndex + (higherIndex - lowerIndex) / 2; //choose new mid
middleIndex = lowerIndex + (higherIndex - lowerIndex) / 2; //choose new mid
if(key < a[middleIndex])

higherIndex = middleIndex - 1; //continue search in lower half Wie oft kann man eine Liste der Liange n halbieren? Antwort: [logn| mal
else if(key > a[middleIndex]) - Laufzeit ist O(log n)

lowerIndex = middleIndex + 1; //continue search in upper half
else

return middleIndex; //we found it!

) /

//reaching this part of the code means that a does not contain key e \Weiterhin Nachteil von sortiertem Array: insert und remove brauchen

//--> return index of smallest key k' with k' > k : 0O(n) Zeit (wegen n&tigem Umkopieren)
if(key <= a[middleIndex])
return middleIndex;

Alternative zu Array: verkette Liste: insert und remove brauchen O(1)

else
return middleIndex + 1; Zeit, dafiir braucht der Index Operator [.] O(n) Zeit = log(n) kaputt ®
}
s e — |dee: Verkette sortierte Liste mit zusatzlicher Suchstruktur
[ZREN @,
pindre Suche pindare Suche
e |ocate: Analyse Laufzeit: e |ocate: Analyse Laufzeit:
entscheidende Zeilen: entscheidende Zeilen:
while(lowerIndex <= higherIndex) { //while we are not finished with searching while(lowerIndex <= higherIndex) { //while we are not finished with searching
middleIndex = lowerIndex + (higherIndex - lowerIndex) / 2; //choose new mid middleIndex = lowerIndex + (higherIndex - lowerIndex) / 2; //choose new mid
Wie oft kann man eine Liste der Lange n halbieren? Antwort: [logn| mal Wie oft kann man eine Liste der Lange n halbieren? Antwort: |logn] mal
—> Laufzeit ist O(log n) - Laufzeit ist O(log n)
o Weiterhin Nachteil von sortiertem Array: insert und remove brauchen e \Weiterhin Nachteil von sortiertem Array: insert und re%ove brauchen
O(n) Zeit (wegen nétigem Umkopieren) 0O(n) Zeit (wegen n&tigem Umkopieren)
Alternative zu Array: verkette Liste: insert und remove brauchen O(1) Alternative zu Array: verkette Liste: insert und remove brauchen O(1)
Zeit, dafur braucht der Indek Operator [.] O(n) Zeit = log(n) kaputt ® Zeit, dafiir braucht der Index Operator [.] O(n) Zeit = log(n) kaputt ®

® — |dee: Verkette sortierte Liste mit zusatzlicher Suchstruktur e — |dee: Verkette sortierte Liste mit zusatzlicher Suchstruktur
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|Ddume ‘Ddume

e Ungerichteter, zusammenhangender, kreisfreier Graph: ,Baum” e Ungerichteter, zusammenhangender, kreisfreier Graph: ,Baum”

(dquivalent: Es ex. genau ein Pfad zwischen je zwei Knoten) % (2quivalent: Es ex. genau ein Pfad zwischen je zwei Knoten) %

e ,Gerichteter Baum”: Gerichteter, zusammenhangender, Graph, der e  Gerichteter Baum”: Gerichteter, zusammenhangender, Graph, der
O ein Baum ist, wenn Richtungen der Kanten ignoriert werden O ein Baum ist, wenn Richtungen der Kanten ignoriert werden
O Es existiert ein eindeutiger Wurzelknoten, so dass jeder O Es existiert ein eindeutiger Wurzelknoten, so dass jeder
Knoten im Baum auf eindeutigem Pfad vom Knoten im Baum auf eindeutigem Pfad vom
Wurzel-Knoten erreichbar ist Wurzel-Knoten erreichbar ist
/ /

e Gerichtete Baume: Begriffe:
o Wurzel: Knoten mit Eingangsgrad 0
% O Blatt: Knoten mit Ausgangsgrad 0
O Innerer Knoten: Eingangsgrad = 1 & Ausgangsgrad = 1

H & - [FRCN .
pinare Suchbdume pinare Suchbdume
e Als Suchstruktur: e Als Suchstruktur:
Bindrer Suchbaum: Gerichteter Baum fir den gilt: Bindrer Suchbaum: Gerichteter Baum fur den gilt:
O jeder Knoten hat hichstens 2 Kinder (,,Grad des Baumes” < 2) 0 jeder Knoten hat héchstens 2 Kinder (,Grad des Baumes” < 2)
O Fur jeden Knoten n;, mit Key k gilt: O Fir jeden Knoten n; mit Key k gilt:
Alle Schliissel im linken Teilbaum unter n,, sind kleiner als k, Alle Schllssel im linken Teilbaum unter n; sind kleiner als k,
alle Schlissel im rechten Teilbaum unter n,, sind groRer als k alle Schlissel im rechten Teilbaum unter ny, sind groBer als k

[4] 14l
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pinare Suchbaume

me N
piniare Suchbaume

® Als Suchstruktur:
Bindrer Suchbaum: Gerichteter Baum fir den gilt:

O jeder Knoten hat hichstens 2 Kinder (,,Grad des Baumes” < 2)

O Fur jeden Knoten n,, mit Key k gilt:
Alle Schliissel im linken Teilbaum unter ny, sind kleiner als k,
alle Schlissel im rechten Teilbaum unter n,, sind groRer als k

150

| & ..
pinare Suchbaume

e Als Suchstruktur:
Bindrer Suchbaum: Gerichteter Baum fur den gilt:

0 jeder Knoten hat héchstens 2 Kinder (,Grad des Baumes” < 2)

O Fir jeden Knoten n; mit Key k gilt:
Alle Schlussel im linken Teilbaum unter ny, sind kleiner als k,
alle Schlissel im rechten Teilbaum unter ny, sind groBer als k

150

@ ..
pindare Suchbaume

® Als Suchstruktur:
Bindrer Suchbaum: Gerichteter Baum fir den gilt:

O jeder Knoten hat hichstens 2 Kinder (,,Grad des Baumes” < 2)

O Fur jeden Knoten n;, mit Key k gilt:
Alle Schltuissel im linken Teilbaum unter ny, sind kleiner als k,
alle Schlissel im rechten Teilbaum unter n,, sind groRer als k

150

e Als Suchstruktur:
Bindrer Suchbaum: Gerichteter Baum fur den gilt:

0 jeder Knoten hat héchstens 2 Kinder (,Grad des Baumes” < 2)

O Fir jeden Knoten n; mit Key k gilt:
Alle Schlussel im linken Teilbaum unter ny, sind kleiner als k,
alle Schlissel im rechten Teilbaum unter ny, sind groBer als k

150
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pinare Suchbaume

me N
piniare Suchbaume

® Als Suchstruktur:
Bindrer Suchbaum: Gerichteter Baum fir den gilt:

O jeder Knoten hat hichstens 2 Kinder (,,Grad des Baumes” < 2)

O Fur jeden Knoten n,, mit Key k gilt:
Alle Schliissel im linken Teilbaum unter ny, sind kleiner als k,
alle Schlissel im rechten Teilbaum unter n,, sind groRer als k

150
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pinare Suchbaume

e Als Suchstruktur:
Bindrer Suchbaum: Gerichteter Baum fur den gilt:

0 jeder Knoten hat héchstens 2 Kinder (,Grad des Baumes” < 2)

O Fir jeden Knoten n; mit Key k gilt:
Alle Schlussel im linken Teilbaum unter ny, sind kleiner als k,
alle Schlissel im rechten Teilbaum unter ny, sind groBer als k

150
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pindare Suchbaume

® Als Suchstruktur:
Bindrer Suchbaum: Gerichteter Baum fir den gilt:

O jeder Knoten hat hichstens 2 Kinder (,,Grad des Baumes” < 2)

O Fur jeden Knoten n;, mit Key k gilt:
Alle Schltuissel im linken Teilbaum unter ny, sind kleiner als k,
alle Schlissel im rechten Teilbaum unter n,, sind groRer als k

150

e Als Suchstruktur:
Bindrer Suchbaum: Gerichteter Baum fur den gilt:

0 jeder Knoten hat héchstens 2 Kinder (,Grad des Baumes” < 2)

O Fir jeden Knoten n; mit Key k gilt:
Alle Schlussel im linken Teilbaum unter ny, sind kleiner als k,
alle Schlissel im rechten Teilbaum unter ny, sind groBer als k

150
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pinare Suchbaume pinare Suchbaume: locate

® Als Suchstruktur: e |ocate(Key k) Operation:

Bindrer Suchbaum: Gerichteter Baum fir den gilt: .
O starte in Wurzel

O jeder Knoten hat hichstens 2 Kinder (,,Grad des Baumes” < 2)
O Fir jeden erreichten Knoten: k < Key k', gehe zum linken Kind-Knoten,

O Fur jeden Knoten n,, mit Key k gilt:
ansonsten zum rechten.

Alle Schliissel im linken Teilbaum unter ny, sind kleiner als k,

alle Schlissel im rechten Teilbaum unter n,, sind groRer als k
e - Knoten des Suchbaums sind mit Keys der Liste markiert. Bsp: locate(9)
-- Jeder Key in der Liste kommt genau einmal im Baum vor.

-- Zusatzliche Kanten von Blattern® 1) oderKooten vom Auengemad £
zu Items (key(e),e) der Liste \_

-- Innere Knoten: // \ \\
»Splitter Knoten” -~

14] . (4]
O & . &, .
pinare Suchbdume: locate pinare Suchbdaume: locate
e |ocate(Key k) Operation: e |ocate(Key k) Operation:
O starte in Wurzel O starte in Wurzel
O Fir jeden erreichten Knoten: k < Key k', gehe zum linken Kind-Knoten, O Fir jeden erreichten Knoten: k < Key k', gehe zum linken Kind-Knoten,
ansonsten zum rechten. ansonsten zum rechten.
3, e \Wenn Baum balanciert (d.h. hat
Bsp: locate(9) Bsp: locate(9) Hoéhe [logn]) = locate: O(log n)

[4] 152
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piniare Suchbdaume: insert

insert(ElementType e):

o zuerst wie locate(key(e)) bis Element e”in Liste erreicht
o falls key(e’) > key(e): (d.h. Element ist noch nicht in Liste und Baum)

— fiige e vor e in Liste ein
— fiige ein neues Suchbaumblatt mit key(e) ein

insert(5)

[4]
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| & .. .
pinare Suchbaume: insert

insert(ElementType e):

o zuerst wie locate(key(e)) bis Element e”in Liste erreicht
o falls key(e’) > key(e): (d.h. Element ist noch nicht in Liste und Baum)

— fiige e vor e in Liste ein
— fiige ein neues Suchbaumblatt mit key(e) ein

insert(12)

[4]
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me N .
pinare Suchbaume: insert [iserementiypee)

0 zuerst wie locate(key(e)) bis Element & in Liste erreicht
o falls key(e’) > key(e): (d.h. Element ist noch nicht in Liste und Baum)
— flge e vor e”in Liste ein

— fuge ein neues Suchbaumblatt mit key(e) ein

insert(5)

m & ..
pindare Suchbaume: remove

remove(Key k):
O zuerst wie locate(k) bis Element e in Liste erreicht
O falls key(e) = k: (d.h. Element ist Gberhaupt in Liste und Baum)
— |8sche e aus Liste
— |l6sche Baum-Vater v von e aus dem Suchbaum

— setze im Baumknoten w mit key(w) = k (sofern dieser nicht im Schritt
zuvor geléscht wurde) den neuen Wert key(w) = key(v)

157



remove(Key k):

m e B me N
piniare Suchbdaume: remove pinare Suchbdaume: rem o zuerst wie locate(k) bis Element e n Liste erreicht

o falls key(e) = k: (d.h. Element ist Gberhaupt in Liste und Baum)
— lasche e aus Liste

remOVe(Ke\/ k): — lssche Baum-Vater v von e aus Suchbaum
. . . . . — setze im Baumknoten w mit key(w) = k (sofern dieser nicht im Schritt
O zuerst wie locate(k) bis Element e in Liste erreicht e e ) e e e W L) = P

O falls key(e) = k: (d.h. Element ist iberhaupt in Liste und Baum)
— lésche e aus Liste
— |l6sche Baum-Vater v von e aus dem Suchbaum

— setze im Baumknoten w mit key(w) = k (sofern dieser nicht im Schritt
zuvor geldscht wurde) den neuen Wert key(w) = key(v)

remove(1)
157 i 4] 158
7] @\ e remove(Key k): L] Q . remove(Key k):
Dilld re SUC h ba U m e . rem ©  zuerst wie locate(k) bis Element e in Liste erreicht Dilid re SUC h ba U m e . rem ©  zuerst wie locate(k) bis Element e in Liste erreicht
o falls key(e) = k: (d.h. Element ist (iberhaupt in Liste und Baum) o falls key(e) = k: (d.h. Element ist Gberhaupt in Liste und Baum)

— lésche e aus Liste — lasche e aus Liste

— losche Baum-Vater v von e aus Suchbaum — lésche Baum-Vater v von e aus Suchbaum

— setze im Baumknoten w mit key(w) = k (sofern dieser nicht im Schritt — setze im Baumknoten w mit key(w) = k (sofern dieser nicht im Schritt

zuvor geldscht wurde) den neuen Wert key(w) = key(v) zuvor geldscht wurde) den neuen Wert key(w) = key(v)
iq
remove(1) remove(14)




m e B
piriare Suchbaume: rem

remove(Key k):

©  zuerst wie locate(k) bis Element e in Liste erreicht
o falls key(e) = k: (d.h. Element ist (iberhaupt in Liste und Baum)
— lésche e aus Liste

— losche Baum-Vater v von e aus Suchbaum

— setze im Baumknoten w mit key(w) = k (sofern dieser nicht im Schritt

zuvor geldscht wurde) den neuen Wert key(w) = key(v)

remove(14)

[4]

| & ..
pinare Suchbaume: rem

remove(Key k):

©  zuerst wie locate(k) bis Element e in Liste erreicht
o falls key(e) = k: (d.h. Element ist (iberhaupt in Liste und Baum)
— lésche e aus Liste

— losche Baum-Vater v von e aus Suchbaum

— setze im Baumknoten w mit key(w) = k (sofern dieser nicht im Schritt

zuvor geldscht wurde) den neuen Weﬁkey(w) = key(v)

remove(14)

[4]

H @\; oo remove(Key k):
Dilid re SUC h ba U m e : rem ©  zuerst wie locate(k) bis Element e in Liste erreicht
o falls key(e) = k: (d.h. Element ist Gberhaupt in Liste und Baum)
— lasche e aus Liste

— lésche Baum-Vater v von e aus Suchbaum
— setze im Baumknoten w mit key(w) = k (sofern dieser nicht im Schritt
zuvor geldscht wurde) den neuen Wert key(w) = key(v)

remove(14)

ma _.
(AVL Baume

e | Jsung: Balance des Baumes erhalten (Nach jeder Operation checken, ggf.
Rebalancierung)

e viele verschiedene Ansatze: AVL Bdume, (a,b)-Bdume, rot-schwarz-Bdume
etc.

e AVL Bdume: in jedem Knoten Hohenunterschiede Ah = h,. — h; des
rechten und linken Teilbaums speichern. Ziel: fir alle Knoten soll stets
Ah € {—1,0,1} sein.

e Beiinsert und remove: Ah-Werte nach oben bis zur Wurzel anpassen

° Rebalancierungs—Metho&en wenn |Ah| = 2:
O Rotationen nach rechts oder links,

o Doppelrotationen nach rechts oder links.
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|AVL Baume: Rotationen

N
(AVL Baume: Rotationen

e Bsp. fur Fall, dass Rotation nach links notwendig wird:

e Bsp. fir Fall, dass Rotation nach links notwendig wird:

+1 +1
o o% @ o8
e P e
N 2 N P N N 2
\'\ |‘\
bspw. durch bspw. durch
insert in den insert in den

grunen Teilbaum

griinen Teilbaum

/ \ / entsteht:

\ / entsteht: / \ /
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TN
| vu_ Baume: Rotationen

He
| vu_ Baume: Rotationen

e Bsp. fur Fall, dass Rotation nach links notwendig wird:

e Rotation nach links:

.~ ey A &F
NG Y S ""u""‘-‘f\\ﬂ f\f/)\"/?\
) 7 a0 S 7L B A
YA B N NV \nj
YW s hid ) 5—E kit
\ N
" bspw. durch :> A
insert in den
grunen Teilbaum
] ] entsteht: ] T ] | // k V] ]
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| AV L-Baume: Doppelrotationen

A AvL-Biume: Doppelrotationen

Bspw. durch insert in grinen
TB entsteht diese Situation:

Bspw. durch insert in griinen
TB entsteht diese Situation:

0
G ' Soi aB
)\'f// eilung: B Heilung:
W S ?\ Doppelrotation \;’H vyl A Doppelrotation
/ \ /<U>\ nach links / \ /<w>\ W nach links
|Ev©i_—Béume: Doppelrotationen
Bspw. durch insert in grinen
TB entsteht diese Situation:
0
/*\ @ ! Heilung: mff ‘-—mo
W S ?\ Doppelrotation
/ \ \2J nach links

K%\@

JilaE

i
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