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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Eigenschaften von Gruppen

(5) (Eindeutige Losung linearer Glgn.). Fur allea, x,b € S:

ewenn aox=b dann x=aloh
swenn xoa=Db dann x=bhoqal

(6) (Injektivitat von o). Fir alle a, b, c € S:
*a¥b gdw. aocc#boc
*a#b gdw. coa+#cob

(7) (Surjektivitat von o). Furalle a, b € S:
sesgibtx€ES:aex=h
*esgibty€S: yoa=»>b
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Eigenschaften von Gruppen
Satz: Sei (S,°) eine Gruppe. Dann gilt:
(1) S enthélt genau ein neutrales Element e.
(2) Jedes a € S hat genau ein inverses Element a™*.
(3) (Involutionsgesetz). Fiirallea € S: a = (a™ 1)1
(4) (Kirzungsregel). Furalle a, b, c € §:
* wenn aec=hoc dann a=bh
* wenn ceca=cocb dann a=5bh
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* Ordnung eines Gruppenelements

Definition: Sei (S,o) eine Gruppe und seia € S.
Wir definieren

ca’=e

s vnz1l: a"=aocavlt=a"1oa

s vn=>1:a "= (a"H)
Man bezeichnet a™ auch als die n-te Potenz des
Elements a.
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Ordnung eines Gruppenelements
Beispiele:
(Z,+): ord(1) = oo.

O

(le,+12): a 0(1|2|13/4|516|7 |8

1011
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ord(a) |1 126 (4 (3|12 |2 |12 |3 |4

(Z7 \ {0} %7): a
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Ordnung eines Gruppenelements

Satz: Sei (S,0) eine endliche Gruppe. Dann hat auch jedes
Element in S endliche Ordnung.

Beweis: Sei a € S beliebig. Mindestens zwei von

a®, ..., al%! sind gleich (Schubfachprinzip). Wahle
0<j<k<|S mit al =akundk minimal.

Durch Multiplikation mit a™/ erhilt man a® = a7,

Aus der Minimalitat von k folgt j = 0 (nehme sonst
K=k-1,j' =j—-1),dh. e =ak.
Aus der Minimalitat von k folgt ord(a) = k.
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Ordnung eines Gruppenelements
Satz: Sei (S,o) eine endliche Gruppe. Dann hat auch jedes
Element in S endliche Ordnung. ‘a” atat > At wfete

Beweis: Sei a € S beliebig. Mindestens zwé'rven;i\w’e
\ ~— _J

a®, ..., als! sind gleich (Schubfachprinzip). Wahle “——— _

0<j<k<|S|mit a/ =a* und k minimal.
Durch Multiplikation mit a™/ erhalt man a° = a*~/.
Aus der Minimalitat von k foigt j = 0 (nehme sonst
EF=k-1,j =j—1),dh. e=ak

Aus der Minimalitat von k folgt ord(a) = k.
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Untergruppen
Definition: Ist {S,e) eine Gruppe und §' € §, so
heiBt (S’,o) Untergruppe von (S,0), wenn sie
selbst eine Gruppe ist.
Beispiele:

& * (Z,+) ist Untergrupp2 von (Q, +).

* ({0,2,4}, +¢) ist Untergruppe von (Zg, +¢)

* (Zy, +4) ist nicht Untergruppe zu (Z, +), da
sich die Operationen unterscheiden.

o —
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* Untergruppen
Satz: Seien (Sy,0) und {S,,°) Untergruppen von (S,0) .
Dann ist auch (S§; N S;,0) eine Untergruppe von (S,0).
Beweis: Aus dem vorigen Lemma folgt e € S; und
eES,undsoe €5, NS,.

Seia € S; N S,. Aus der Eindeutigkeit von a™1 in
(S,°) folgt, dass a~*auch das inverse Element von a in
(Sy,0) und (S,,0) ist. Es gilt also a™! € §; und

@ teS,unddamit a7t €5, NS,. 0

o —
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* Untergruppen
Lemma: Sei G eine Gruppe und sei H eine
Untergruppe von G. Die neutralen Elemente
von G und H sind identisch.
Beweis: Seien ey und e die neutralen
Elemente von H und G. Dann gilt
€poey =€y =€zoey

W

und daraus folgt (Kiirzungsregel) ey = e;. O

@ —
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* Untergruppen
Satz: Sei (S,°) eine endliche Gruppe und a € S.
Dann st {{a®,a?, ..., aord(a)_l},c’) eine

Untergruppe von (S,0) .

0 _ aord(a)

Beweis: Folgt sofort aus a =e.O
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Untergru - * Nebenklassen
Size
Satz: Sei ( [EEr— aES S-e Definition: Sei H = (T,o) eine Untergruppe von .
’ i /‘ - G = (S,°) und sei b € G. Dann heift
Dannist EYOIRE . —
p , 3 (ajo(t/=06 =2 Tob:={cob|c€ET}=:Hob
Untergrug | ’ »’J a'se eine rechte Nebenklasse von H in G und
Beweis: F{| orsion e.O R & boT:={boc|cET}=:boH
. e
Page | eine linke Nebenklasse von H in G (engl. coset).
» f , . . .
L . o at I Der Index ind;(H) von H in G ist die Anzahl
Lo JL oo J ' verschiedener linke Nebenklassen von H in G.
14 A o a s— [ ST 15
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Nebenklassen
Beispiel:
H = ({0,3,6,9}, +1,) bildet eine Untergruppe
{Z13, +12) mit 3 verschiedenen Nebenklassen:

OcH=30H =60H =90H ={0,3,6,9}
loH=40H=70H=100H = {1,4,7,10}
20H=50H=80H=110H = {2,58,11}

W

@ —

16

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
Prof. Dr. J. Esparza — Institut fiir Informatik, TU Miinchen

=\ —




Y

S I —

o &

S I —

Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Nebenklassen T< <X
Definition: Sei H = (T ,o) eine Untergruppe von
G = (S,o) und sei b € G. Dann heiflt
Trb)= {coblceT}=:Hob

eine rechte Nebenklasse von H in G und
boT:={boc|lceT}=:boH

eine linke Nebenklasse von H in G (engl. coset).

Der Index ind; (H) von H in G ist die Anzahl

verschiedener linke Nebenklassen von H in G.
15
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Kapitel V - Algebra Gruppen
* Nebenklassen

< é 1‘ ’L> 5
Be+spre|** =

=({0,3,6,9 +12) blldet eine Untergruppe

(le, F1,) mit 3 verschiedenen Nebenklassen:
gv m_§ oH =6oH=90°H ={0,3,6,9}

loH=4oH=70H=10°H = {147,10}
20H=5¢H=80H=11cH=(25811)
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Kapitel V — Algebra Gruppen
* Nebenklassen

< A, fl)
Be+spre+—*~~—

=({0,3,6,9 +12) blldet eine Untergruppe
(le, +,,) mit 3 verschiedenen Nebenklassen:

Q°H=§°H :60[—[:901—[:{0’3,6,9}
loH=40H=70H=100H= {14710}
2eH=50H=80H=11oH=(25811)

@ —
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Kapitel V — Algebra; Gruppen
* Nebenkla™ - 1 bk
Size. j
. . current page size -

i§e45pre1f R e

H = ({0,: Uppe

(Z12, +12 e fassen:
A 0OoH=3 ° "~ B9y

oo o

1oH =4 17,10}
4
: 20H = 58,11}
| — oK. [ Cancel |
» E—
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* Nebenklassen
Satz: Sei H Untergruppe von G. Dann bildet die
Menge der rechten (linken) Nebenklassen von H
eine Partition (Zerlegung in disjunkte Teilmengen)
von G.

& Beweis: Zuerst zeigen wir H o h = H fliralle h € H.

— Hoh S H weil H abgeschlossen bzgl. o ist.

— Seinunh' € H beliebig. Esgilth’ e k™' € H und

o —

17

SO h’:h’o(h_ioh):(h’oh_l)oheHO’L
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*+ Nebenklassen %
Beweis (Fort.): Wir zeigen nun: [ | oo =
* GSUygHoa. \\

Folgtause € H.
* WennHoanNHob=0dannHoa=Hob.
Aus Hean H o b#0 folgt, dass es
@l’hj € H gibt mit hy o a = hy o b. Dann:
Hob=Hohylohjoa=Hoa o
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Nebenklassen
Beweis (Fort.): Wir zeigen nun:
* GE UgegHea.
Folgtause € H.

* WennHoanNHob#0dannHea=Hob.
Aus Hean Hob=0 folgt, dass es
hq,h, € H gibt mit hy e a = hy o b. Dann:
Hob=Hohy'ohjoca=Hoa O

W
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Nebenklassen
Satz (Lagrange): Sei G eine endliche Gruppe und H
eine Untergruppe in G. Es gilt:
(1) Alle Nebenklassen von H in G haben gleich viele
Elemente.
(2) 1G| = ind;(H) - |H|
(3) |H| teilt |G].
Korollar: Sei G eine endliche Gruppe und sei a ein
Element von G. Es gilt: ord(a) teilt |G|.

19
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Nebenklassen Ro Lf/ -

Satz: Sei H Untergruppe von G. Dann bildet die

Menge der rechten (linken) Nebenklassen von H

eine Partition (Zerlegung in disjunkte Teilmengen)

von G.

& Beweis: Zuerst zeigen wir\ﬁm@

— Hoh S H weil H abgeschlossen bzgl. o ist.

— Seinunh' € H beliebig. Es gilt h’ e k=1 € H und

soh'=h'o(htoh)=(hoh™)oh€EHoh.
VN

X
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Nebenklassen
Beweis:
(1) Aus der Injektivitdt von o folgt |H o a| = |H|
fir alle aeG .
(2) Folgt aus dem letzten Satz.
Z (3) Folgt aus (2). |

o —
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Eigenschaften von Gruppen
Beweis (Fort.):
(3) Beweis von a = (@~ 1)7?!
(@) t=b=boe=bo(atoa)

=(hoaNoea=eca=a O

W

(4) Beweisvon aec=boc—>a=»hb
b=bo(coc ) =(boc)oc?

:(aoc)oc_lzao(coc_l):a O

@ —
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Kapitel V — Algebra; Gruppen

* Multiplikative Gruppen modulo n

* (Z4\ {0}, *4)und(Zg \ {0}, *g) sind keine
Gruppen (2 bzw. 3 haben kein inverses Element.

* SeiZ, die Menge der Zahleni € {1, ...,n — 13}, die
teilerfremd zu n sind: Z; = {1,3}, Zz = {1,2,3,4},
Zg = {1,2,4,5,7,8}.

* Wir zeigen, dass (Zy,,*, ) immer eine Gruppe ist.
Man nennt sie die multiplikative Gruppe modulo n.

* Wir brauchen einen Exkurs tGber grofite
gemeinsame Teiler.

W
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* Multiplikative Gruppen modulon

(Z4 \ {0}, #4)und(Zg \ {0}, *4)sind keine

Gruppen (2 bzw. 3 haben kein inverses Element. fti-

Sei Zy, die Menge der Zahlen i € {1, ...,n — 1}, die
teilerfremd zu n sind: Z; = {1,3}, Zz = {1,2,3,4},
Zg = {1,2,4,5,7,8}.

Wir zeigen, dass (Zy,,*, ) immer eine Gruppe ist.

Man nennt sie die multiplikative Gruppe modulo n.

Wir brauchen einen Exkurs (iber gré3te
gemeinsame Teiler.
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* GroRter gemeinsamer Teiler

Definition: Seien x, y € N. Der grofite
gemeinsame Teiler ggT(x,y) von y und y ist die
groRte natirliche Zahl, die sowohl x als auch y
teilt.

o Mit y|x (,y teilt x“) bezeichnen wir, dass

_ (x mod y) = 0 ist.

z

I Fakt: x und y sind teilerfremd gdw. ggT(x,y) = 1.
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