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* Die Stirlingzahlen der zweiten Art
Beispiel firn = 5und k = 4:

{{11{2},{34}{5}}  {{1,5}{2},{3}{4}}
Date: Thu Dec 19 10:17:14 CET 2013 {({1},{2,3}, {4}, {5}y {{1},{2,5},{3},{4}}
({133 {24.05})  ({11.{2},(35}. (41}
{{1.2},{3},{4}.{5}} {{13,{2},{3},{4.5}}
{{1,3},{2},{4}.{5}}
{{1,4},{2},{3},{5}}
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Kapitel Il — Kombinatorik Kapitel Il — Kombinatorik
* Die Stirlingzahlen der zweiten Art * Die Stirlingzahlen der zweiten Art
Klasse 1: alle Partitionen, in denen sich das Anzahl der k-Partitionen einer n-elementigen Menge
Element s,, alleine in einem Block befindet. =
Dann mussen die Elemente s, ..., 5, auf die Anzahl der Méglichkeiten, n unterscheidbare Objekte in
ubrigen k — 1 Blocke verteilt werden. k gleiche Facher zu verteilen (jedes Fach bekommt

. C N indest in Objekt!).
Jede Verteilung ist eine (k — 1)-Partitionierung mindestens ein Objekt!)

von {Sq, ..., Sp—1}-
Es gibt also genau S,,_; ;_, k-Partitionen der

Klasse 1.
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Kapitel Il = Kombinatorik

* Die Stirlingzahlen der ersten Art
Zyklen einer Permutation:

T = (1234567891011
— \5836274191110

1,5,2,8 bildet einen Zyklus der Lédnge 4, d.h.

T (TE (7’[(7’[(1)))) =1
3 und 9 sind Fixpunkte von 1t (sie werden auf sich selber

abgebildet). Wir interpretieren sie als Zyklen der Lange 1.
32

[ [

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14

Prof. Dr. J. Esparza — Institut flir Informatik, TU Minchen

LY

_
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* Die Stirlingzahlen der ersten Art
Es gibt n! Permutationen.

Die Komposition 7o' zweier Permutationen
ergibt wieder eine Permutation.

123)

’””’:(1 3 2
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* Die Stirlingzahlen der ersten Art

* Definition: Ein Zyklus (i, ..., i) einer
Permutation 7 ist eine Folge iy, ..., i, wobei

*m(l;) = ij4q furalle1l <j < tgilt, und

cm(iy) =iy ist.

33
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Kapitel Il = Kombinatorik

Beispiel:
T = (1234567891011
~ \5836274191110

Zyklen: (1,5,2,8), (3), (4,6,7),(9),(10,11)

Fakt: Eine Permutation ist durch ihre Zyklen
charakterisiert (d.h. Permutationen mit denselben
Zyklen sind gleich).

N
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Kapitel Il = Kombinatorik

* Die Stirlingzahlen der ersten Art

* Die Anzahl Permutationen mit k Zyklen wird durch die
sogenannten Stirlingzahlen erster Art angegeben und

. n .
mit s,, , oder [k] bezeichnet.

* Beispiel flirn =4 und k = 3:

i {(1),23),H} {(14),02),3)}
{12),3).@®} {(1.2ZDH.(3)}
{(13),(2,®)} {1, @2 CB4H}

Esgiltalso:s,3 =6

I \"
| - ‘_ \; L-.i . |
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Kapitel Ill — Kombinatorik

Beispiel:
— (1234567891011
— \5836274191110

Zyklen: (1,5,2,8), (3), (4,6,7),(9) ,(10,11) rd
R

Fakt: Eine Permutation ist durch ihre Zyklen
charakterisiert (d.h. Permutationen mit denselben
Zyklen sind gleich). 423 4§02V Aalk
§33C 271 %1Sn
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Kapitel Il = Kombinatorik

Permutationen mit
n=4undk =3

Permutationen mit
n=3undk =3

{(1),(2),(3)} {(14),(2),(3)}
Permutationen mit (. 24, (3)]
= n=3undk =2 {(1),(2),34)}
] {(1),(23)} {(1),(23), ()}
i (a2,®) ((12),3), )
. lan@) {(13),2), (@)}
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* Die Stirlingzahlen der ersten Art

N\ '/
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Kapitel Ill — Kombinatorik

* Die Stirlingzahlen der ersten Art

Satz: Die Stirlingzahlen s, . der ersten Art erfiillen die
folgende Rekursionsgleichung:

1 fallsk =0,n=20
B 0 fallsk =0,n>0
Snk = 0 fallsk > 0,k >n

Snfl,fcfl + (n - 1) : Sn,f],fc falls k > O,k <n

39
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* Die Stirlingzahlen der ersten Art

Satz: Die Stirlingzahlen s, der ersten Art erfiillen die
folgende Rekursionsgleichung:

1
B 0
Sk = 0
Sp—1,k-1 T (n—1)
N —

oA
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falsk =0,n =0
fallsk =0,n>0
fallsk >0,k >n
fallsk >0,k <n
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Kapitel Il = Kombinatorik

* Die Stirlingzahlen der ersten Art
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* Ungeordnete Zahlpartitionen

* Wird jedes Element aus einer k-Zahlpartition von n um
Eins dekrementiert, erhalt man eine m-Zahlpartition
vonn — k.

* Beispiel: aus {3,2,2,1} (4-Zahlpartition von 8) erhalt
man {2,1,1} (3-Zahlpartition von 4).

* Dariiber hinaus:

* Verschiedene k-Partitionen von n-ergeben
verschiedene Partitionen vonn — k

+ Jede Partition von n — k wird “erreicht”.
42

[ [

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14

Prof. Dr. J. Esparza — Institut flir Informatik, TU Minchen

LY

_
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* Ungeordnete Zahlpartitionen

* Eine k-Zahlpartition einer natirlichen Zahl n € N ist
eine Multimenge {nq,n,, ...,n;} von positiven
natlrlichen Zahlen mit der Eigenschaft

n=mn + n,+---+ n

Beispiel. Die Zahl 5 hat folgende Zahlpartitionen:
{1,1,1,1,1y {21,1,1} {2,2,1} {3,1,1}
3.2} {41} {5}

D.h.: 5 hat eine 5-Partition, eine 4-Partition, zwei 3-

“ Partitionen, zwei 2-Partitionen und eine 1-Partition.

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
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* Ungeordn{* DAY e
* Wird jeq| [cuetpmsesze - DN von 12.um
Eins dek| = Ipartition
von 1 —
* Beispiel 8) erhalt
| man {2)| - >
J * Dartbetl "7, o K
* Versd) == F
i n
versc|
i  Jede | [
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* Ungeordnete Zahlpartitionen

Satz: Die Anzahl P, der ungeordneten k-Partitionen
einer Zahl n gilt erflillt folgende Rekursionsgleichung:

1 fallsk =0,n=20
0 fallsk =0,n >0
0 falls k > 0,k > n
Pn,k - k
Z Pyy; fallsk>0k<n
i=0

43
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» Geordnetd#ahlpartitionen

e Wir nehnl  lcuentpge s L Cri Lahl-
partition|® ~———— = oo o

5mm | Tmm I
| ‘ |7 titionen

* Entspricht rolsl e giten gibt es,
n Euro (nj| ™= heidbar) unt Kinddr
(unterschyg : ind leer
ausgeheri, ol

h2,2)
{3.1)
.1

lasst sich o /|
darstellen
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Kapitel Ill — Kombinatorik

* Geordnete Zahlpartitionen
* Wir nehmen nun an, dass die gesuchten k-Zahl-
partitionen geordnet sein sollen, d.h.
4 =34+1 =143 =242
|5sst sich durch drei unterschiedliche 2-Partitionen
darstellen.

J * Entspricht das Problem: wie viele Moglichkeiten gibt es,
n Euro (nicht unterscheidbar) unter k Kinder
i (unterscheidbar) zu verteilen, wenn kein Kind leer

ausgehen soll.
44
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Kapitel Il = Kombinatorik

* Geordnete Zahlpartitionen

— Da jede Partition n = x; + -+ + x in der Form
n

n=T+4 -+ 141+ 1+ -+ 1+ +1

Xk

X1
geschrieben werden kann, wird jede geordnete
Zahlpartition eindeutig durch die “+” bestimmt, die die
X; trennen.

— Die Anzahl der k-Partitionen ist damit gleich der Anzahl

von Moglichkeiten, k — 1 +-Zeichen aus den insgesamt
n — 1 +-Zeichen auszuwihlen.

X2
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Kapitel Ill — Kombinatorik

* Geordnete Zahlpartitionen
Satz: Die Anzahl der geordneten k-Partitionen von

n ist gleich
n—1
k—1

Die Anzahl aller geordneten Partitionen von n ist
gleich

n

D)

46 k=1
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Satrre
n ist gleich
n—1
k—1 '
5 Die Anzahl aller geordneten Partitionen von n ist
J gleich
A he) n
n-—1
2('2, = z =2n__1
g b= k=1
46 At
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* Die bisher betrachteten Zdhlprobleme sind Spezialfalle von
Abzahlproblemen der Gestalt:

“Bestimme die Anzahl der Moglichkeiten,
n Balle auf k Urnen zu verteilen”

* Bei der Verteilung kommt es darauf an, ob die Bille und
Urnen als unterscheidbar angesehen werden.

* Zusatzlich kdnnen Forderungen an die maximale/minimale
Menge von Ballen pro Urne gestellt werden:

— Hochstens/mindestens/genau ein Ball pro Urne.

— Aquivalent: die Abbildung Bélle — Urne ist injektiv,
surjektiv, bijektiv.

3
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Kapitel 1l - Kombinatorik

* Kombinatorische Strukturen und Algorithmen
— Ziehen von Elementen aus einer Menge
— Kombinatorische Beweisprinzipien
— Fundamentale Zahlkoeffizienten
— Bélle und Urnen
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* Unterscheibbar oder ununterscheidbar?
Wie viele Moglichkeiten gibt es

— zehn Filme auf drei DVD-Disks zu verteilen?

— zehn FuBball-WM Spiele auf vier Austragungsorte zu

verteilen?
— zehn Murmeln in finf Packchen aufzuteilen?

— zehn Euro unter sechs Kinder zu verteilen?

4
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Kapitel Il = Kombinatorik
Bl =n, beliebig injektiv | surjektiv | bijektiv
Ul =m
B untersch. n mitm=>=n | nlm=n
m m! Spm
U untersch. 0, sonst ' 0, sonst
B gleich m+n-—1 (m) n—1 1,m=n
U untersch. n n m—1 0, sonst
F m
B untersch. 1m>n 1lm=n
. Sﬁ. k ! - S ’
U gleich = 0, sonst nm 0, sonst
m
B gleich 1,m=n 1,m=n
; Pk ! - P '
3 U gleich = 0, sonst nm 0, sonst
- =
i Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
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B|l=n, . R
5] beliebig injektiv
Ul =m
B untersch. n mtm=n =
U untersch. m 0, sonst

* Beliebig. Fir jeden Ball kommen alle m Urnen in Frage.

4 Die Produktregel ergibt m™

J * Injektiv. Flr den ersten Ball kommen m Urnen in Frage,
fir den zweiten m — 1 (Injektivitat), fir den dritten

i m — 2, etc. Die Produktregel ergibt

i mm—-1)(m—-2)..(m—n+1)=m2

6
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|B| =n, e
surjektiv
uj=m | *°
B untersch. IS
U untersch. m:onm

* Eine Verteilungen kann in zwei Schritten erzeugt
werden:
* Berechne eine geordnete m-Partition von B.

* Ordne jede Zahl der Partition einer Urne zu.

Es gibt S, ,,, Partitionen. Fur jede Partition gibt es m!

Zuordnungen. Dir Produktregel ergibt m! S, ;.
7
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Kapitel Ill — Kombinatorik
B =m beliebig injektiv | surjektiv | bijektiv | ¢
U] = m "L
B untersch. mn {mﬂ, m=2n mis {n!, m=n
U untersch. 0, sonst i 0, sonst
B gleich m+n—1 (m) n—1 1L,m=n
U untersch. n n m—1 0, sonst
=3 m
B untersch. 1m>n 1lm=n
U gleich Snk { Wy S ’
9 &= 0, sonst nm 0, sonst
m
Ui Lm=n 1L,m=n
U gleich Pri { g B '
5 9 =] 0, sonst nm 0, sonst
. =
i Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
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llﬁllz?r'l beliebig

B untersch.
U gleich

m
Z Sn,k
k=1

* Da Balle unterscheidbar sind, entspricht jede
Zuordnung der Bélle zu k& Urnen einer
geordneten k-Partition der Balle.

8
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|B| = n, .
U] = m beliebig

B gleich

(= (20
k=1
N

* Jede Belegung der Urnen wird eindeutig durch die
Anzahl der Bélle in den Urnen bestimmt.

Die Anzahl der Moglichkeiten ist damit die Anzahl der
ungeordneten Partitionen der Zahl n.’

9
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|B] =n, _—
beliebi
U] =m e
m
B gleich
U gleich Z Pr
k=1

* Jede Belegung der Urnen wird eindeutig durch die
Anzahl der Bélle in den Urnen bestimmt.

Die Anzahl der Méglichkeiten ist damit die Anzahl der
ungeordneten Partitionen der Zahl n.

9
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* Anwedungsbeispiel: Zufallige Speicherung von
Dateien in Servern.

n Dateien werden zufallig in n Server gespeichert.
Wir suchen eine Zahl k, so dass mit groBer W’keit
kein Server mehr als k Dateien bekommt.

Modellierung: n unterscheidbare Balle (Dateien)
und n unterscheidbare Urnen (Server).

Gesamtzahl aller Moglichkeiten: n™

10
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How to Prove It: A Structured Approach: Amazon.de: Daniel J ...
www.amazon.de > ... > Mathematik > Reine Mathematik > Kombinatorik ~
Daniel J. Velleman - How to Prove It: A Structured Approach jetzt kaufen. 1
Kundrezensionen und 5.0 Sterne. Mathematics / Logic

How to Prove It - Velleman - Google Books

books.google.com/books/.. /How_to_Prove Ithiml... ~ Diese Seite (berseizen
Review: How to Prove It: A Structured Approach. User Review - Joecolelife -
Goodreads. Proofs and induction books are readily available, as well as fairly good ...

How to Prove it: A Structured Approach - Daniel J. Velleman ...
books google.com » Mathematics » Combinatorics ~ Diese Seite Ubersetzen
Many mathematics students have trouble the first time they take a course, such as
linear algebra, abstract algebra, introductory analysis, or discrete mathematics ...

Daniel J. Velleman - Amherst College

www.cs amherst edu/~djv/ = Diese Seite Ubersetzen
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Proof by Contrapositive

prove "If Not Q, Then Not P"

Example: Parity
Here 1s a simple example that illustrates the method. The proof will use the following definitions
Definitions.

1. An integer x is called even (respectively odd) if there is another integer k for which x = 2k (respectively 2k+1)
2. Two integers are said to have the same parity 1f they are both odd or both even

For the purpose of this example we will assume as proved that each integer 1s either even or odd.

Theorem. If x and y are two integers for which x+y is even, then x and y have the same parity.

definition.

How Is This Different From Proof by Contradiction?

prove "If P. Then Q"

P

P
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Proof by contrapositive takes advantage of the logical equivalence between "P implies Q" and "Not Q implies Not P". For example, the assertion "If it is
my car, then it is red" is equivalent to "If that car is not red, then it is not mine”. So, to prove "If P, Then Q" by the method of contrapositive means to

Proof. The contrapositive version of this theorem is "If x and y are two integers with opposite parity, then their sum must be odd." So we assume x and
v have opposite parity. Since one of these integers is even and the other odd, there is no loss of generality to suppose x is even and y is odd. Thus, there
are integers k and m for which x = 2k and y = 2m+1. Now then, we compute the sum x+y =2k + 2m + 1 = 2(k+m) + 1, which is an odd integer by

The difference between the Contrapositive method and the Contradiction method is subtle. Let's examine how the two methods work when trying to
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