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Aufgabe 9.4 Alle Teilaufgaben werden als eigenstéindige Aufgaben bewertet.

In der Komplexititstheorie definiert man verschiedene Klassen, um die Laufzeit von Algorithmen zu klassifiz

Sei T4(n) die Zeit (gemessen z.B. in der Anzahl der ausgefiihrten Anweisungen), die ein Algorithmus A
terminiert, wenn die Eingabe ,,Grofie” n hat (gemessen z.B. in der Anzahl der Bits, die fiir die Codierung der ]
werden).

Man sagt, dass A in
o subquadratischer Zeit liuft, falls T4(n) € o(n?). (Kurz: T4 € SUBQ.)

polynomieller Zeit liuft, falls es ein k € N gibt, so dass Ta(n) € O(n*). (Kurz: T4 € P.)

eponentieller Zeit liuft, falls es ein k € N gibt, so dass To(n) € O(2""). (Kurz: T4 € EXPTIME.)

eit liuft, falls fiir jedes ¢ € R gilt, dass Ta(n) € O(2"). (Kurz: T4 € SUBEXP.)

(a) Geben Sie fiir jede der folgenden Funktionen an, ob sie in SUBQ, P, SUBEXP oder EXP liegt (es ist ki
verlangt; eine Funktion kann in mehreren Klassen liegen):

n2 . on'"

n-logn, n'%8™, n!

® 1and der Definition, dass 200m w5 “F o g gExp,

Zeigen Sie

: Verwenden Sie, dass (log, log, n)? € o(log, n).
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Aufgabe 9.4 Alle Teilaufgaben werden als eigenstéindige Aufgaben bewertet.

In der Komplexitiitstheorie definiert man verschiedene Klassen, um die Laufzeit von Algorithmen zu klassifiz

Sei T4(n) die Zeit (gemessen zB. in der Anzahl der ausgefiihrten Anweisungen), die ein Algorithmus A
terminiert, wenn die Eingabe , GroBe” n hat (gemessen z.B. in der Anzahl der Bits, die fiir die Codierung der 1
werden).

Man sagt, dass A in
o subguadratischer Zeit liuft, falls Ta(n) € o(n?). (Kurz: T, € SUBQ.)

o polynomieller Zeit liuft, falls es ein k € N gibt, so dass T4(n) € O(n*). (Kurz: T4 € P.)
o exponentieller Zeit lauft, falls es ein k € N gibt, so dass Ta(n) € O(2"). (Kurz: Ty € EXPTIME.)
o subcaponentielle Zeil liut, falls fiir jedes ¢ € R gilt, dass Tla(n) € O(2*). (Kurz: T € SUBEXP.)

(a) Geben Sie fiir jede der folgenden Funktionen an, ob sie in SUBQ, P, SUBEXP oder EXP liegt (es ist k¢
verlangt; eine Funktion kann in mehreren Klassen liegen):

n-logn, n'°", n?.2"

(b) Zeigen Sie anhand der Definition, dass 2108 ™' ™™ ¢ SUBEXP,

Hinweis: Verwenden Sie, dass (log log, n)? € o(log, n).
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Vorlesungen teil?

[Infl] = 1232, |LA| = 879, |DS| = 114 .
lInfl N LA| = 103, |Infl N DS| = 2
ILANDS| = 14

|Infl U LA U DS| = 2092.

Daraus folgt:
|Infl NLAN DS| =
2092 -1232-879-114+103+ 23+ 14 =7
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Kapitel Il — Kombinatorik

* Das Prinzip der Inklusion/Exklusion

Bei der Summenregel miissen die zu vereinigenden
Teilmengen disjunkt sein. Das Prinzip der
Inklusion/Exklusion erlaubt uns, die Kardinalitat
der Vereinigung zu beschreiben, wenn die zu

= vereinigenden Mengen nicht disjunkt sind.
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Prinzip der Inklusion/Exklusion
fir 2 Mengen
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Seien A und B zwei beliebige endliche Mengen.
Dann gilt:

|AUB|=|A|+ |B| —|ANB|

W

@ —
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Kapitel Il - Kombinatorik

* Das Prinzip der Inklusion/Exklusion
Beispiel:
Wieviele durch 7 oder 11 teilbare natiirliche
Zahlen kleiner gleich 1000 gibt es?
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* Prinzip der Inklusion/Exklusion
Wieviele Studierende nehmen an allen drei
Vorlesungen teil?

lInf1| = 1232, |LA| = 879, |DS| = 114 .
[Infl n LA| = 103, |Infl n DS| =2
|LAN DS| = 14
|Infl U LA U DS| = 2092.
Daraus folgt:
|Infl N LA N DS| =
2092 -1232-879-114+103+23+14 =7
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Kapitel Il — Kombinatorik

* Prinzip der Inklusion/Exklusion

Beispiel: An den Vorlesungen Infl, LA und DS
nehmen jeweils 1232, 879 und 114 Studierende
teil.

103 nehmen an Infl und LA teil,
23 an Infl und DS und
14 an LA und DS.

2092 Studierende nehmen an mindestens einer

der Vorlesungen teil.
39
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Prinzip der Inklusion/Exklusion fiir n Mengen
Seien Ay, ..., A, beliebige endliche Mengen. Dann gilt:
|A1 U "'An| = Zisisn |Ai| - Zis[</sn|Ai n Ajl

+Z]si<j<k5n|‘4i NA; N Ak| -

(=D)AL N0 A

a4
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Das Schubfachprinzip
Ist f: X — Y eine Abbildung und gilt |X| > |Y]|,
sogibteseiny € Y mit |[f~1(y)| = 2.
i “Wenn man n Elemente auf m Fécher verteilt
J und n > m ist, dann gibt es mindestens ein
i Fach, das 2 Elemente'enthdlt.”
'
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* Das Schubfachprinzip

Satz: In jeder Menge P von Personen, |P| = 2, gibt
es mindestens 2 Personen, die die gleiche Anzahl
von Personen aus P kennen.

(Annahme: die Relation “kennen” ist symmetrisch.)
= Beweis: Sei P = {p4, ..., by} Mitn > 2.

Sei f: P = {0, ...,n — 1} die Funktion, die angibt,
wieviele Personen jede Person kennt.

Wir zeigen | (P)| < |P|.

44
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Kapitel Il — Kombinatorik

* Das Schubfachprinzip
Beispiel:
In jeder Menge von 13 Personen befinden sich
zwei, die im selben Monat Geburtstag haben.
Beispiel:
Wenn 42 Studenten an einer Klausur teilnehmen,
bei der es bis zu 40 Punkte gibt, so gibt es
mindestens zwei Studenten, die die gleiche
Punktzahl haben.
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* Das Schubfachprinzip
Wir betrachten zwei Falle:
*dp; e P f(p) =0.
Dann gilt ¥p; € P: f(p;) € {0, ...,n — 2}.

° ﬁﬂpi € Pf(pl) = 0.
Danngiltvp; € P: f(p;,) € {1,...,n—1}.
In beiden Fallengilt [f (P)| <n—1<n=|P|.
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Kapitel Il - Kombinatorik

* Das Schubfachprinzip
Satz: In jeder (n 4+ 1)-elementigen Teilmenge von
= {1,2, ..., 2n} gibt es mindestens zwei Zahlen,
die zueinander teilerfremd sind.
Beweis: Unter je n + 1 Zahlen der Menge M gibt
es stets zwei aufeinanderfolgende; diese Zahlen
sind sicher teilerfremd. o
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* Das Schubfachprinzip
Satz:Sei A € {1,2,...,2n} mit |A| = n + 1. Dann
gibt es immer zwei Zahlen in 4, von denen die eine
die andere teilt.
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* Das Schubfachprinzip

Satz: In jeder Menge M bestehend aus sechs

natiirlichen Zahlen (M = {a,, ..., as}) gibt es stets zwei,

deren Differenz durch 5 teilbar ist.

Beweis: Wir bilden Teilmengen K; & M mit
Ki={a; € M| a; =1mod5}.

Nach dem Schubfachprinzip gibt es eine Teilmenge,

die zwei Zahlen enthilt, die denselben Rest ergeben.

Deren Differenz ist durch 5 teilbar. O
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* Das Schubfachprinzip
“‘ » Das Schubfachprinzip Satz:Sei A € {1,2,...,2n} mit |A] = n+ 1. Dann
Satz:Sei A < {1,2,...,2n} mit |A] = n + 1. Dann gibt es immer zwei Zahlen in 4, von denen die eine
8 gibt es immer zwei Zahlen in 4, von denen die eine die andere teilt.
die andere teilt.
7
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Kapitel Il — Kombinatorik

* Widerspruchsbeweis des verallgemeinerten
Schubfachprinzip

Angenommen keines der Facher enthdlt mehr als
[IX]/1Y|] — 1 Elemente.

Dann ist die Anzahl aller Elemente héchstens

()

Qies ist ein Widerspruch zur Annahme. O

Das verallgemeinerte Schubfachprinzip

Ist f: X — Y eine Abbildung so gibt es ein
y € Y mit [f 10| = [IX1/]Y]].

v

“Wenn man n Elemente auf m Fécher verteilt,
dann gibt es mindestens ein Fach, das
mindestens [n/m| Elemente enthdlt.”

o —
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Das verallgemeinerte Schubfachprinzip

Ist f: X — Y eine Abbildung so gibt es ein
y €Y mit|f 10| = [IX[/1Y]].

c A
o “Wenn man@Elemente auf@fdcher verteilt,
dann gibt es mindestens ein Fach, das
mindestens [n/m| Elemente enthdlt.”
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* Das verallgemeinerte Schubfachprinzip
Beispiel:
Wenn es N = 380 Studierende in dieser Vorlesung
gibt und es gibt 52 Wochen in einem Jahr, dann
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* Beweis (Fortsetzung):

Fall 1. A kennt drei Personen B,C,D.

— Wenn sich zwei Personen aus B, C, D kennen, dann

— Wenn sich keine zwei Personen aus B, C, D kennen,
dannsind B, C, D die drei Personen, die sich nicht
kennen.

Fall 2. Symmetrisch 0

o —

55

erhalten wir mit A die drei Personen, die sich kennen.
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muss es mindestens eine Woche geben, in der
mindestens [380/52] = [7.31] = 8 Studierende
der Vorlesung Geburtstag haben.

W

@ —

52

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
Prof. Dr. J. Esparza — Institut fiir Informatik, TU Miinchen

= —

o &
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* Das verallgemeinerte Schubfachprinzip
Beweis:

Sei A eine der 6 Personen. Unter den
verbleibenden 5 Personen gibt es entweder 3, die
A kennt, oder drei, die A nicht kennt.
(Verallgemeinertes Schubfachprinzip) @

Wir betrachten diese zwei Fille.

v
i

g —
m
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Kapitel Il - Kombinatorik

* Das verallgemeinerte Schubfachprinzip

— Die sog. Ramsey-Zahlen R(m,n), mitm,n € N
und m,n = 2, geben die minimale Anzahl von
Personen aus einer Gruppe an, so dass sich
entweder m Personen kennen oder n Personen
nicht kennen.

— Wir haben also gezeigt, dass R(3,3) < 6.

— Esist leicht zu sehen, dass R(3,3) = 6.
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* Fundamentale Zahlkoeffizienten
Die Binomialkoeffizienten
()
k
zdhlen die Anzahl k-elementiger Teilmengen einer
n-elementigen Menge.
* Der Name Binomialkoeffizient resultiert daher,

dass diese Zahlen in der Exponentiation von
binomialen Ausdriicken (a + b)™ vorkommen.

3
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145
17122013

* Die Binomische Formel
Beispiel: Was ist der Koeffizient von x12y13 in der
Expansion von (2x — 3y)?°

Antwort: Da
25

(2x + (—By))25 = Z (2:) (2x)? 7k (=3y)k
k=0

erhalten wir fiir den Koeffizienten
(25!/(13!121)212(=3)13).

7
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Kapitel Il — Kombinatorik

* Die Binomische Formel:
Korollar. Fur allen = 0 gilt ,[ . ‘/ /

(Y- [

k=0

v

o —

8

* Das Pascalsche Dreieck:
Geometrische Anordnung der Binomial-
koeffizienten in Form eines Dreiecks:

Werden zwei benachbarte
Koeffizienten addiert, dann ergibt
dies den Koeffizienten in der
néchsten Zeile zwischen diesen
beiden.

8
1 9 36 84 126

" 110 45 120 210
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* Die Pascalsche Identitat:
Satz: Fur allen, k € Ny mitn = k gilt

G- ) (=)

v

o —
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* Die Pascalsche Identitat:
Satz: Furallen, k € Ny mitn = k gilt

—1 ~1
(= )+ (s

1
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Kapitel Ill — Kombinatorik

* Kombinatorischer Beweis der Identitat.
Eine n-elementige Menge T hat (’;) k-Teilmengen.
Seia € T. Jede k-Teilmenge enthalt entweder
(1) aund k — 1 Elemente aus T\ {a}, oder
(2) k Elemente aus T \ {a}.
Es gibt (::1) bzw. ("]:1) Teilmengen von Typ (1)
bzw. von Typ (2). O

12
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« Die VandermdYe Identitit
In unserem Vorlesungsaal befinden sichn + m
Studierende, davon sind n in Minchen geboren
und m woanders.
Wieviele Moglichkeiten gibt es, k Studierende
auszuwahlen? :

Ldésung 1: (n-;;m)

14
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Kapitel Ill — Kombinatorik

¢ Die Vandermode ldentitat

In unserem Vorlesungsaal befinden sichn +m
Studierende, davon sind n in Minchen geboren
und m woanders.

Wieviele Moglichkeiten gibt es, k Studierende
auszuwahlen?

Losung 1: (n-;;m)

14
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Losung 2: Nehme j Elemente aus der ersten
Menge und dann k — j Elemente aus der zweiten
Menge, wobei 0 < j < k gilt. Aus der Produktregel
folgt, dass es fir jedes j

(7) ()

Moglichkeiten gibt.

15
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Die erste Losung muss gleich der zweiten Losung
ein, wenn man die Moglichkeiten fiir alle Werte
von j addiert. Es ergibt sich

* Satz (Vandermonde Identitat): (n) ,( )+( )

N, = (© k
(n + m) _

k)«

]:

16
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Die erste Losung muss gleich der zweiten Losung
ein, wenn man die Moglichkeiten fiir alle Werte
von j addiert. Es ergibt sich

* Satz (Vandermonde Identitit): (Vt) A( )J(( )

(=200 (")

=0 =
S~——

N, = (®
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* Aufgabe:
Betrachte den Punkt der xy-Ebene mit Koordinaten
(m,n) € Ny x N; . Wieviele Pfade gibt es vom Punkt
(0,0) zu (m, n), die aus Schritten der Ldnge 1 nach
rechts oder nach oben bestehen ?

17
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Die erste Lésung muss gleich der zweiten Losung
ein, wenn man die Moglichkeiten fir alle Werte
von j addiert. Es ergibt sich
* Satz (Vandermonde ldentitat): (Vl) -( )J(( )
_ ol

")

= N < \‘N k
]:

o —
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* Die Stirlingzahlen der zweiten Art

* Definition: Eine k-Partition einer n-elementigen
Menge A = {s4, ..., S, } ist eine Zerlegung von A
in k disjunkte, nichtleere Teilmengen (oder
Blocke) Ay, ..., A, so dass gilt:

k
HAi == A
i=1
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Die Anzahl von Zeichenfolgen der Lange m + n, die
genau n Einsen beinhalten, ist gegeben durch die
Anzahl Positionen, an denen die n Einsen stehen
(oder die m Nullen )stehen.

Es folgt, dass die Anzahl von Pfaden gegeben ist

& durch
| =)
'
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¢ Die Stirlingzahlen der zweiten Art
Beispiel furn = 5und k = 4:
{{13,{21,{34}3, (53} {{1,5}1{2},(3},{4}}
{{1,{233{43,{53}  {{13,{25} (3}, {4}}
{{1,{2,{243,(5}}  {{13,{2},{3,5},{4}}
({12}, 31 {4}, {5}  {{1},{2}{3},{45}}
{{1.3},{2},{4}.{5} }
{{1.4}3,{2}, {3}, {5} }

21
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Kapitel Ill — Kombinatorik

* Die Stirlingzahlen der zweiten Art
Anzahl der k-Partitionen einer n-elementigen Menge

Anzahl der Moglichkeiten, n unterscheidbare Objekte in
I gleiche Facher zu verteilen (jedes Fach bekommt
mindestens ein Objekt!).

22
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* Die Stirlingzahlen der zweiten Art

Sein = k > 0. Wir teilen die k-Partitionen in
zwei disjunkte Klassen auf

* Klasse 1: alle Partitionen, in denen sich das
Element s, alleine in einem Block befindet.

» Klasse 2: alle andere Partitionen.

25
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* Die Stirlingzahlen der zweiten Art

Die Anzahl von k-Partitionen wird durch die
sogenannten Stirlingzahlen zweiter Art angegeben und

mit S, x oder {Z} bezeichnet.
Insbesondere gilt:
* Sy =0firk >n,
* Sp0=0firn>0,und
* Soo =1L
* Frage: Wie lassen sich diese Zahlen berechnen?

24
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* Die Stirlingzahlen der zweiten Art

Beispiel ﬁjr@und
{{1,{2, 343, {51} {{15}{2}, 3}, {4}}
{{1,{233,{4}3,{5}} {{13{25}{3},{4}}
{{13,35{24}, (53} {{1},{2},{3,5}, {4} }
{{1.2},31{43. {5}  {{1},{2}{3}.{45}}
{{1,3}, {2}, {4}, {5} }
{{1.43, {2}, {3}.{5}}

. N
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Kapitel Ill — Kombinatorik

Kapitel Il — Kombinatorik

* Die Stirlingzahlen der zweiten Art

Satz: Die Stirlingzahlen S,y der zweiten Art,
erflllen folgende Rekursionsgleichung:

1

0
Snie = 0

Sn—l,k—1 +k 'Sn—l,k

28

fallsk =0,n=0
fallsk =0,n>0
fallsk > 0,k > n
fallsk > 0,k <n

* Die Stirlingzahlen der zweiten Art
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