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Kapitel Il — Grundlagen; Wachstum

[FIES

* Warum |[f(n)| < c- g(n) statt |[f(n)| < g(n)?
¢ Nehmen wir an,

—f(n)y=an+b

—gn)y=cn+d

fir Konstanten a, ..., d.

.

Wir wollen f und g als Funktionen betrachten, die
genau so schnell wachsen.

* Mit der Definition auf der vorigen Folie gilt

, f€O0(g)und g € O(f).
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Kapitel Il = Grundlagen; Wachstum

* Def. (GroR-O-Notation): Let R* = {x € R | x > 0}

Ol bgn)

f(n) e O(g(n)) genau dann, wenn
JceR": Ange N:vn=ng: |f(n)| <c-gn)

»f wachst (bis auf einen konstanten Faktor)
héchstens so schnell wie g*
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* Veranschaulichung der GroR-O-Notation:

cgm) __---7"

f(m

11 o
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* Beachte, dass 301 + 8 nicht tGberall kleiner als

31nist.
* Aber es ist kleiner als 31n cn =

far n > 8. noope
Re) 30n +8
=

L !

=
3 n
5
=

n=n,=8->

o —

i wachsendes n —

Beispiel
Zeige, dass f(n) = n* +1 € 0(n?).
Wir missen zeigen:
Jc € R*:3ny € N:Vn > ny: n?+1 < cn?.
Nehme:
c=2, ny=1
Daraus folgt fir alle n = ny:

ecnP=2n"=n’+n*>2n*+1
21
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* Eine Funktion ist O(g) wenn Konstanten ¢ und
ng existieren, die die Bedingung erfiillen.

* Aber, die speziellen Werte von ¢ und n,, die die

Wert groRer als c und/oder n erfillt die

=z Bedingung auch.

* In der Regel sind wir jedoch nicht daran
interessiert, die kleinsten Werte von c und n

zu finden.
24

o —

Bedingung erfillen, sind nicht eindeutig; jeder -

* Bemerkungen zur O-Notation.
— 0(+), als Relation gesehen, ist transitiv:
feo(@nageolh) - feo(h)
—Wenn g € O(f)und h € O(f), dannist g + h € O(f).
—Furalle ¢ > 0: O(cf) =0(f +¢) =0(f —c) = 0(f).
—Wenn f; € 0(g,) und f, € 0(g,) dann
fi[2€0(9:°92)
fit+/f:€0(g:+g;) = O(max(gy, gz2))
= 0(g1) wenn g, € 0(g1)
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. Bemerkung;siﬂ zur O-Notation. {e o(g)
— 0("), als § emmasset |
€0l — | W
— Wenn g & = ﬁt "he o).
— Firalle @ MESEN|SNNE o) = 0(f).
& —Wenn f; §.00g:) und f5 € 0(g,) dann
_ firfafld
7 fi+fa 15 D
| e € 0(g)
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* Bemerkungen zur O-Notation. {e 0(3)
— 0("), als Relation gesehen, ist transitiv: 0
[E0(g) a0 ~ feow) (hs)
—Wenn g € O(f) und RE O(f), dannistig + h € O(f).
—Flralle ¢ > 0: O(cf) =0(f +c) =0(f —c) = 0(f).

3 —Wenn f; € 0(g,) und f, € 0(g,) dann
fi-f2€0(9:°92)
fitf€0(g:+g,) = 0(max(g1,92))

= 0(g1) wenn g, € 0(g1)

@ —
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* Def. (Klein-o-Notation):

f(n) e o(g(n)) genau dann, wenn
VceR": Iny e N: vn = ng |[f(n)| <c-gn)

»f wachst echt langsamer als g“

@ —
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* Def. (GroR-O-Notation): Let R* = {x € R | x > 0}

Ol kyn)
f(n) € 0(g(n)) genau dann, wenn
JceR*:3Ing€ N:vnzng: [f(n)|<c-gn)

»f wiéchst (bis auf einen konstanten Faktor)
hdchstens so schnell wie g

o —
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* Veranschaulichung der GroR-O-Notation:

cgn) .-

f(m
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* Veranschaulichung der GroR-O-Notation:

cg(m)

fm

1 c29(n)

o —

18 Mo

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
Prof. Dr. J. Esparza — Institut fiir Informatik, TU Miinchen

& ME—

@ —

11 o

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
Prof. Dr. J. Esparza — Institut fiir Informatik, TU Miinchen

© E—

O &

Kapitel Il — Grundlagen; Wachstum

* Beispiel
Zeige, dass f(n) =308 € 0(n).
Wir miissen also zeigen:
Jgle R*: 3@ € N: v@g > n,: I0RFB< &R

Nehme:

i ountf £ Un
c=38L, ny=8.

[ Daraus folgt fiur alle n > ny:

_l en=31In=30n+n=30n+ 8.
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* Behauptung: M=y 7 Qu)b .
€0 X o)
* Beweis:

Z.zzV¥c e RT:3ny e Nivn > ny: 2" < ¢ 270
Seilg> 0'beliebig . Wahlen, = 1 + log(1/c).
Sei nunn = n, beliebig:

2 = 2" 2" > c2M2" = ¢ 2 (1/c) 2" > 2"

o —

. 2,,\ ¢ Cylln
3 n < (“ALC'FZV\
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* Theorem: n! € Q(%in) und n!' € 0 (n . (S)n)
o N
Beweis:
n-1 n n n
Vn>0:kz:11nk<f11nxdx<kz:zlnk<J;Hlnxdx
= /en X
2 —d-(an)
/ "
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Kapitel Il — Grundlagen; Wachstum

« Theorem: n! € O ((g)n) und nte 0 (n- (%))

Beweis:

n-1 n n n+1
Vn>0:21nk<flnxdx<21nk<f Inx dx
k=1 1 = 1

+1
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Beweis (Fortsetzung) :
Es gilt

n n
j Inxdx =(xInx —x)| =nlnn —n +1
1 1 '

n+1
f Inxdx=(Mm+1)-In(n+1)—n
1
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Kapitel Il — Grundlagen; Wachstum

* Auch ausserhalb der Analyse des Wachstums-
verhaltens von Funktionen wird die O-Notation
verwendet.

— 2.B., zur Abschatzung von Termen, die nicht
besonders wichtig sind.

— Wenn “0(g)" als Term in einem arithmetischen
Ausdruck verwendet wird bedeutet dies: “eine
Funktion f aus der Menge 0(g).” '

- f+0@:={f13f"€0(g: f'=f+ "}
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* Auch ausserhalb der Analyse des Wachstums-
verhaltens von Funktionen wird die O-Notation
verwendet.

— z.B., zur Abschatzung von Termen, die nicht
besonders wichtig sind.

— Wenn “0(g)” als Term in einem arithmetischen
Ausdruck verwendet wird bedeutet dies: “eine
Funktion f aus der Menge 0(g).”

- f+0@:={f13f"€0(): f'=f+["}
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