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Kapitel Il — Grundlagen; Beweise

Annotations” Boakmarks? Pages

= Das Resolutionsverfahren

Theorem: Wenn die Eingabeformel F unerfillbar ist, dann

antwartet das Verfahren ,unerfiillbar”,
Beweis:
Durch Induktion (ber die Anzahl n der Variablen von F.

Basis: = 0. Dann F = 0 und das Verfahren antwortet sofort
wunerfillbar”,

Schritt: Sein = 0 beliebig. Induktionsannahme: fir alle unerfiillbaren
Formeln mit héchstens n Variablen antwortet das Verfahren ,,unerfiillbar”
Sei F eine unerfillbare Formel mit n + 1 Variablen.

Aus dem Lemma folgt; Die Formeln F[p\true] und F[p\false] haben n
Variablen und sind unerfiillbar.

Aus der Induktionsvorausetzung folgt, dass die leere Klausel sowohl aus
F[p\true] wie aus F[p\false] hergeleitet werden kann.
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Kapitel Il — Grundlagen; Beweise

* Transitive Hiille
Beweis (Fortsetzung):
Beweis von U, R € R,
Wir zeigen durch Induktion iiber n, dass R™ € R* firallen = 1 gilt.
Basis. Sein = 1. R* € R* folgtaus R = RundR € Rt .
Schritt. Sein = 1 beliebig und nehmen wir an, dass R™ € R* gilt.
Wir zeigen R**1 C RT .
Sei (x,y) € R™*1 beliebig. Wir zeigen (x,y) € R*.
Mit R"*1 = R™ o R gilt: es gibt z € A mit (x,z) € R" und (z,y) € R.
Mit R® € R und R € R™ gilt: es gibt z € A mit (x,z) € R und
(z,v) €RY.
DacR™ transitiv ist, gilt (x,y) € R™.
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Kapitel Il — Grundlagen; Beweise

* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).

Lemma. F ist erfllbar gdw. F[p\true] oder
F[p\false] erftllbar sind.

Beweis.
Sei f Belegung mit [F](B) =1.
Wenn f(p) = 1 danngilt [F](B) = lFlp\truclJ({)’) =1.
Wenn £ (p) = 0 dann gilt [F](8) = [F[p\falseﬂ(ﬁ) =1.
Sei 8 Belegung mit [F[p\true]|(8) =1. Sei 8’ die Belegung mit 8'(p) = 1,
und B'(q) = B(q) furq # p. Dann gilt F[5] = 1.
Sei 8 Belegung mit [F[p\false]](8) =1. Sei ' die Belegung mit 8'(p) = 0,
und 8'(q) = B(q) furg # p. Danngilt F[B] = 1.
32
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Kapitel Il — Grundlagen; Beweise

* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).
Algorithmus 1:

Wenn F = true dann antworte ,erfillbar”

Wenn F = false dann antworte ,,unerfillbar”

Wenn true # F # false dann
wahle eine Variable p, die in F vorkommt;
prife rekursiv, ob F[p\true] oder F[p\false]
erfillbar sind;

wenn mindestens eine von den beiden erfillbar
ist, antworte , erfiillbar®, sonst ,unerfillbar®

31
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Kapitel Il — Grundlagen; Beweise

Theorem: Das DPLL-Verfahren ist korrekt.

Beweis:
1. Das Verfahren terminiert flr jede Eingabeformel F.
Durch Induktion tiber die Anzahl n der variablen von F.

Basis: n = 0. Dann F = false oderF = true und das Verfahren terminiert
sofort.

Schritt: Sein = 0 beliebig. Wir nehmen an, dass das Verfahren fir alle
Formeln mit n Variablen terminiert.

Sei F eine Formel mit n + 1 Variablen. .
Die Formeln F[p\true] und F[p\false] haben n Variablen.

Aus der Induktionsannahme folgt: Das Verfahren terminiert fur F[p\true]
und F[p\false].

So das Verfahren terminiert auch fir F.
33
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Kapitel Il — Grundlagen; Beweise

Beweis (Fortsetzung):

2. Wenn F erflllbar ist, dan antwortet das Verfahren ,erflllbar”,

Durch Induktion Gber die Anzahl n der variablen von F.
Basis: n = 0. Dann F = true und das Verfahren antwortet , erfullbar”.

Schritt: Sei n = 0 beliebig. Wir nehmen an, dass fiir alle erfiillbaren
Formeln mit héchstens n Variablen das Verfahren ,erflllbar” antwortet.

Sei F eine erfillbare Formel mit n + 1 Variablen.

Aus dem Lemma folgt: F[p\true] oder F[p\false] sind erfullbar.
F[p\true] und F[p\false] haben héchstensn Variablen.
Aus der Induktionsannahme folgt: Das Verfahren antwortet ,erfillbar”
fur F[p\true] oder F[p\false].
So das Verfahren anwortet ,erflllbar”,

34

[ [

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
Prof. Dr. J. Esparza — Institut flir Informatik, TU Minchen

—

[EREN B

Kapitel Il — Grundlagen; Beweise

Beweis (Fortsetzung):

2. Wenn F erflllbar ist, dan antwortet das Verfahren ,erflllbar”,

Durch Induktion Uber die Anzahl n der variablen von F.
Basis:im = 0.,.Dann F = true und das Verfahren antwortet jerftllbar”.

Schritt: Sei ft = 0 beliebig. Wir nehmen an, dass fiir alle erfiillbaren
Formeln mit héchstens n Variablen das Verfahren ,erflllbar” antwortet.

Sei ;' eine erflillbare Formel mit n + 1 Variablen.

Aus dem Lemma folgt: F[p\true] oder F[p\false] sind erfullbar.
F[p\true] und F[p\false] haben héchstensn Variablen.
Aus der Induktionsannahme folgt: Das Verfahren antwortet ,erfillbar”
fur F[p\true] oder F[p\false].
So das Verfahren anwortet ,erflllbar”,
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* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).

Lemma. F ist erflllbargdw: F|[p\true] oder
F[p\false] erflllbar sind.

Beweis.
Sei  Belegung mit [F|(B) =1.
Wenn B(p) = 1 dann gilt [F](8) = [F[p\true]|(8) = 1.
Wenn g(p) = 0 dann gilt [F](8) = [F[p\false]|(8) = 1.
Sei f Belegung mit [F[p\true]|(8) =1. Sei 8’ die Belegung mit #'(p) = 1,
und 8'(q) = B(q) furg # p. Danngilt F[B] = 1.
Sei 8 Belegung mit [F[p\false]](8) =1. Sei ' die Belegung mit 8'(p) = 0,
und 8'(q) = B(q) fiurg # p. Danngilt F[B] = 1.
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* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).
Algorithmus 1:

Wenn F =|true dann antworte ,erfillbar”

Wenn F = false dann antworte ,unerfillbar”

Wenn true # F # false dann
wahle eine Variable p, die in F vorkommt;
prife rekursiv, ob F[p\true| oder F[p\false]
erfillbar sind;

wenn mindestens eine von den beiden erfillbar
ist, antworte ,erfiillbar”, sonst ,,unerfillbar”
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Beweis (Fortsetzung):

2. Wenn F erflllbar ist, dan antwortet das Verfahren ,erflllbar”,

Durch Induktion Gber die Anzahl n der variablen von F.
Basis:im = 0.,.Dann F = true und das Verfahren antwortet jerftllbar”.

Schritt: Sei ft = 0 beliebig. Wir nehmen an, dass fiir alle erfiillbaren
Formeln mit héchstens n Variablen das Verfahren ,erflllbar” antwortet.

Sei F eine erfiillbare Formel mit n + 1 Variablen.
Aus dem Lemma folgt:(F[p\true] oder F[p\false] sind erfullbar.
F[p\true] und F[p\false] habern"héchstensn Variablen.

Aus der Induktionsannahme folgt: Das Verfahren antwortet ,erfillbar”
fur F[p\true] oder F[p\false].

So das Verfahren anwortet , erflllbar”.
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» Das Resolutionsverfahren

Theorem: Wenn die Eingabeformel F unerfillbar ist, dann
antwortet das Verfahren ,unerfiillbar”.

Beweis:

Durch Induktion tGber die Anzahl n der Variablen von F.

Basis: n = 0. Dann F = 0 und das Verfahren antwortet sofort
yunerfullbar”.

Schritt: Sein = 0 beliebig. Induktionsannahme: fiir alle unerfiillbaren
Formeln mit héchstens n Variablen antwortet das Verfahren ,,unerfillbar”

Sei F eine unerfiillbare Formel mit n + 1 Variablen.

Aus dem Lemma folgt; Die Formeln F[p\true] und F[p\false] haben n
Variablen und sind unerfiillbar.

Aus der Induktionsvorausetzung folgt, dass die leere Klausel sowohl aus
F[p\true] wie aus F[p\false] hergeleitet werden kann.

3\é\)’ir zeigen:die leere Klausel kann auch aus Fabgeleitet werden.

‘
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* Das Resolutionsverfahren

while F die leere Klausel nicht enthalt

{if  F zweiKlauseln Ky, K, enthalt
mit einem Resolventen R, derR & F
erfiillt (d.h., R ist nicht Klausel von F)
then flge R als neue Klausel zu F hinzu
else antworte ,erflllbar” und halte
}

antworte ,unerfillbar” und halte

35
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* Das Resolutionsverfahren

while F die leere Klausel nicht enthalt

{if  F zweiKlauseln Ky, K, enthalt
mit einem Resolventen R, derR & F
erfiillt (d.h., R ist nicht Klausel von F)
then flge R als neue Klausel zu F hinzu
else antworte ,erflllbar” und halte
}

antworte ,unerfillbar” und halte
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Kapitel Il — Grundlagen; Beweise

» Das Resolutionsverfahren

Theorem: Wenn die Eingabeformel F unerflllbamnist, dann
antwortet das Verfahren gunerfiillbar”.

Beweis:

Durch Induktion Uber die Anzahl i der Variablen von F.

Basisim = 0. Dann F = 0 und das Verfahren antwortet sofort
yunerfullbar”.

Schritt: Sein = 0 beliebig. Induktionsannahme: fiir alle unerfiillbaren
Formeln mit héchstens n Variablen antwortet das Verfahren ,,unerfiillbar”
Sei F eine unerfiillbare Formel mit n + 1 Variablen.

Aus dem Lemma folgt; Die Formeln F[p\true] und F[p\false] haben n
Variablen und sind unerfillbar.

Aus der Induktionsvorausetzung folgt, dass die leere Klausel sowohl aus
F[p\true] wie aus F[p\false] hergeleitet werden kann.

3\é\)’ir zeigen:die leere Klausel kann auch aus Fabgeleitet werden.
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F = { {—'QJS} ’ {_|p1 Q‘JS} ’ {p} ’ {T', _'S} ’ {_'p!_'r!_'s} }

{p} {r} {-p, 1} {=q} {-pa} {p}
N

{7} {q}

m] m]

{-q,s} {-p.qs} {p}

W

{p} {r, =s} {—-p, —-r —s}
{q,s}
{s}

N

{—|S }
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F = { {_'qu} ’ {_'p! q,S} ’ {p} , {T', _'S} ’ {_|p1 _'TJ_'S} }
Fls\true] = { {p}, {r}, {-p,—1} }
F[s\false] = { {~q}, {-p.q} , {p}}
3 {p} {r} {-p -1} {-q} {-p.q} {p}
7 ol (0}
I m} m]
| 37
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F = { {—|q,5} ’ {_'p! qJS} ’ {P} ’ {T', _'5} ’ {_'pJ —|T,—|S} }
v} r} {=p, 1} (ma} pad {p}
{=r} {a}
T {P} {T, _|S} {_'p: -, _'S} {ﬂq,S} {—IP-Q;S} {p}
£ {—r, s} {q,s}
! {=s} {s}
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{r

{T: _|S}{_'pr —r, _'5}

{=49.5} {=p,q,s}{p}
N
{q,s}

{—s} {s}

F=1{=qs} {-pq5s} {p} {r,os} {=p.—r s}

{q,s}
{s} {=s)

\/
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(o} _{r,—~sHap or=s) {2a.5H=-p,q.51p}
{g.5}
{=s} (s}
F={=q.s} {-p.q.s} {p} {r.-s} {(-pori-s)
{g.s}

{-r, s}
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Kapitel Il - Grundlagen

* Mathematische und notationelle Grundlagen
— Mengen
— Relationen und Abbildungen
— Aussagen- und Pradikatenlogik
— Beweismethoden

— Wachstum von Funktionen
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* Programme brauchen mehr Ressourcen (Zeit,
Speicher, ...) je gréRer ihre Eingabe

* Die Laufzeit (Speicherverbrauch) wird durch eine
Funktion f(x) dargestellt, mit

f (x) = maximale Laufzeit Giber alle Eingaben der
GréRe x.

* Wir sind an einer Abschatzung des Wachstums von
f(x) interessiert.
— Wenn f(x) schneller wachst als g(x), dann wird

f(x) immer irgendwann groBer als g(x) werden (fir

ausreichend groRe Werte von x).
3
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* Eine kleine Berechung zeigt:

fa(n) =
140n + 500
Fiir 20 < n <100 st
n?+ 20n + 2500 <
140n + 500

fe(n) =
n’+ 20n + 2500

Wert der Funktion —

wachsendes n —
5
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* Beispiel:
— Eine Web-Seite soll entwickelt werden, die
Benutzerdaten bearbeitet.
— Programm A benétigt f,(n) = 140n + 500
Mikrosekunden um n Eintrage zu bearbeiten.
— Programm B benétigt fz(n) = n? + 20n + 2500
Mikrosekunden fiir n Eintrage.

4
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% Welches Programm soll verwendet werden?

Kapitel Il = Grundlagen; Wachstum

* Die multiplikativen Konstanten 140, 1, 20, und die
additiven Konstanten 500, 2500 sind meistens schwer
zu bestimmen (und abhé&ngig von Einzelheiten der
Implementierung).

¢ Oftist nur bekannt:

— Programm A braucht an + b Mikrosekunden

— Programm B braucht ¢n? + dn + e Mikrosekunden
flr nicht allzu groRe Konstanten q,..., e.

Wichtig ist nun: unabhangig von den Werten von
a, ..., e gibt es immer eine Zahl n, so dass ab Iy Daten
. das Programm A schnellerist als B.

—— [
L]
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* Wir sagen, dass f,(n) langsamer als fz(n) wachst: ab
einem gewissen Punkt liegt f,(n) stets unter fz(n)

* Wir fihren die Grof3-O-Notation ein, um diesen
Sachverhalt zu formalisieren. Diese wurde von Paul
Bachmann (1837-1920) entwickelt, von Edmund Landau
(1877-1938) verbreitet, und von D. E. Knuth in der
Algorithmenanalyse eingefiihrt

* Das , 0" wird auch Landau Symbol genannt.

Informell ist O(f) die Menge der Funktionen, die

langsamer oder so schnell wie f wachsen.
7
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 Warum |f(n)| < c - gn) statt |[f(n)| < g(n)?
* Nehmen wir an,
—f(n)=an+>b
-gn)=cn+d
fur Konstanten q, ...

,d.

* Wir wollen f und g als Funktionen betrachten, die
genau so schnell wachsen.

* Mit der Definition auf der vorigen Folie gilt
, f €0(g)und g € O(f).
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* Def. (GroR-O-Notation): Let R* = {x e R | x > 0}

f(n) € O(g(n)) genau dann, wenn
JceR*:Inyge N:vn=ng: |[f(n)| <c-gn)

»f wachst (bis auf einen konstanten Faktor)
héchstens so schnell wie g“

8
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* Veranschaulichung der GroRR-O-Notation:

cg(n)

-

f(m)

11 Mg
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Kapitel Il = Grundlagen; Wachstum Kapitel Il — Grundlagen; Wachstum
« Beachte « Warum |f(n)| S@g(n) statt |f(n)| < g(n)?
— 0(g) ist eine Menge von Funktionen. * Nehmen wir an,
—Statt f € O(g) sagt man auch : “f ist hochstens —f(n)=an+b
von der Ordnung g”, oder “f ist 0(g)”, oder —gm) =cn+d
(unsauber) “f = 0(g)” .
fur Konstanten a, ..., d.

— Meistens werden nur Funktionen Ny —» R*
betrachtet (oder N —» N,), dann ist der
Absolutbetrag tGberfllssig.

* Wir wollen f und g als Funktionen betrachten, die
genau so schnell wachsen.

— Manchmal werden auch Funktionenvon R - R
betrachtet.

* Mit der Definition auf der vorigen Folie gilt
[ €0(g) und g € 0(F).
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