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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

 Syntax der Pradikatenlogik
— Formationsregeln
Regel 0: jede Variable und jede Konstante ist ein Term.

dann st f"(ty, ..., L)

Regel 1: sind ty,...,t, Terme,
ebenfalls ein Term.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Syntax der Pradikatenlogik

— Das Vokabular setzt sich aus folgenden Zeichenklassen
zusammen:

* (Individuen)variablen: XV, Z, ..
* Konstanten: a,b,c, ..
* Undre Pradikatsymbole: P1,Q1,R1,..

Bindre Pridikatsymbole: PZ%,0Q% R?,... usw.
* Unére Funktionssymbole: f1, g1, h, ...

Bindre symbole: f%,9%h%, ... usw.
* Gleichheitssymbol: =

Logische Operatoren: -, A V,—

Quantoren:
Hilfssymbole:

v (,furalle”), 3 (,es gibt”)
()
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Aufgabe: Formeln oder Nicht-Formeln?

P*(x) x

vx (f(x) A P1(x)) Vx3y (x=yV-Q'(y)
x = P'(x) Vx P1(x) = Q' (f(9(x)))
xVx (PP () AQ*(x,b))  3x f(x)

(Vx P'(a) A Q'(x)) VP! 3x Pl(x)

PY(x,y) ((P' @) A Q¥ ay)V f(x) =)
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Syntax der Pradikatenlogik

— Die Stelligkeit der Pradikat- und Funktionssymbolen
lassen wir oft weg. Wir nehmen an, dass alle
Vorkommisse eines Symbols dieselbe Stelligkeit haben.
Beispiel: Vx Vy (P(x,y) = P(y,x))

Achtung: Vx (P(x) A P(x, x)) ist keine Formel!

— Manchmal lassen wir Klammern weg, oder fligen
welche hinzu. Dabei nehmen wir an, dass Quantoren
starker als Konjunktion, Disjunktion und Implikation
binden:

Vx P(x) AQ(y) ist die Formel (Vx P(x)) A Q(y)und
nicht vx (P(x) A Q(v))
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* Formale Semantik der Pradikatenlogik
— Das Fachwort fir ,Welt” ist Struktur.
— Eine Struktur 5 besteht aus zwei Teilen:
* Eine nichtleere Menge Us, genannt Universum

(Wertebereich, Individuenbereich, Grundmenge,
Domane, ...)

»,Die Menge aller Individuen der Welt”.
* Eine Interpretation 5.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

» Semantik der Pradikatenlogik: Intuition
— Eine Welt, die zu FF = Vx P(a, x) passt, und in der I
falsch ist (diesmal mit Sicherheit).

* Die Individuen der Welt sind die natirlichen Zahlen.

* aistdie?

* P(y,x) bedeutet ,y ist ein vielfaches von x"

19
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Pradikatenlogik
— Die Interpretation Is ist eine partielle Funktion, die

* eine Variable x einem Element x5 von U,

* eine Konstante a einem Element as von U,

* ein k-stelliges Pradikatsymbol P einer Menge
P, € U¥, und

* ein k-stelliges Funktionsymbol f eine Funktion
foUR>U

zuordnet.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Pradikatenlogik

— Intuition:
X, ist das Individuum, auf dem die Variable x ,zeigt”
ag ist das Individuum mit dem Namen ,,a”

P ist die Menge der Tupel von Individuen mit der
Eigenschaft P

f s ist die Funktion mit dem Namen f
— Beachte: P, kann extensional beschrieben werden,
wir zdhlen die Tupel von P auf. Ahnlich fur fs.
— Das Universum kann jedoch unendlich sein!
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Pradikatenlogik
— Beispiel: einige passende Strukturen fir die Formel

Vx (P(x) = 3y Q(x,¥))
— Struktur §; = (Uy, 1)
< U, = N,
* P, = {n€Nyl|nistgerade}
c={(nmeNy XNyl n+m=5}
— Struktur S, = (U, 1)
«U,={0,1,2}
* P,={0}
c @3, ={(nm)e€{0,1,2}x{0,1,2} In<m }
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Pradikatenlogik

— Eine Struktur § = (Us, I5) passt zu einer Formel F falls
die Interpretation I fir alle in ' vorkommenden
Pradikatsymbole, Konstanten, und freien Variablen
definiert ist.

* Beispiel: § passt zu Vx P(x, a,y) wenn ag, Vs, und Ps definiert
sind.

— Die Semantik einer Formel F ist eine Funktion [F], die
jede Struktur S, die zu F passt, (,,jeder Welt“) einem
Wahrheitswert [F|(S) zuordnet.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Pradikatenlogik
— Beispiel: einige passende Strukturen fir die Formel

Vx (P(x) = 3y Q(x,»))
— Struktur S5 = (Us, I5)

* Us=Ng
cP. =0
'QSZQ

— Struktur S, = (U, 1)
+ U, =die Menge der FuRballer, die am nachsten Sonntag
mindestens ein Tor in der 1. Bundesliga schieRen werden
* Po={f€Ugl fspieltfiir Borussia Dortmund }
* Qs = {(fi.f2) € Ug X Ug | f1und f, schieBen am nachsten
Sonntag genau soviele Tore}
26
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Pradikatenlogik
— Die Funktion [F| ist folgendermaRen definiert in
Abhéangigkeit von F:
(1) Semantik der Formeln P (uy, ...

Sei F = P(ul: o Uy
(1 falls (ugs, ..., Ups) € Ps
[F1(8) = [0 falls (uys, ..., Ups) & Ps
(2) Semantik der Formelnt = u

_ _ 1 fa]]S ts = Ug
[t =ul(5) = {(} falls tg # ug

) Up):
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Pradikatenlogik

— Die Funktion [F] ist folgendermaRen definiert in
Abhangigkeit von F:

(4.1) Semantik des Existenzquantors.

F = 3x G fur eine Formel G.

1 fallseseind € Us gibt mit: [G](Sy—q) = 1
0 falls firalle d € U, gilt: [G](Sx=q) = 0

Sei F = 3x P(x), Us= {a, b}, Ps= {a}
Wir haben [F|(S) = 1,denn [P(x)]|(Sy—q) = 1

30
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Pradikatenlogik

— Die Funktion [F| ist folgendermaRen definiert in
Abhangigkeit von F:

(3) Semantik der Booleschen Operatoren: wie fiir die
Aussagenlogik. Z.B. sei F = (G — H) fiir Formeln

Fund G:
(1 falls [G](S) = 0 oder [H](S) =1
FI(S) = {0 falls [G](S) = 1und [H](S) =0
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* Formale Semantik der Pradikatenlogik

— Die Funktion [F| ist folgendermaRen definiert in
Abhéangigkeit von F:

(4.1) Semantik des Existenzquantors.

F = 3x G fur eine Formel G.

1 fallseseind € U gibt mit: [G](Sy—gq) =1
0 fallsflralle d € U, gilt: [G](Sy—q) =0

Sei F = 3x P(x), Us= {a, b}, Ps= {a}
Wir haben [F|(S) = 1,denn [P(x)]|(Sy—p) = 1

[F165) = |

30

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14

/ Prof. Dr. J. Esparza — Institut fiir Informatik, TU Miinchen

—— [




(RN -

Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Geschachtelte Quantoren

—Formel F: Vx 3y P(x,v)
Struktur St Ug = N,

P ={(n,m) € Ny X Ny | n < m}
(“P(x,y) bedeutet x < y”)
— Frage:ist F wahrin §?
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Geschachtelte Quantoren

—Formel G: 3y Vx P(x,v)
Struktur St Ug = N,

P ={(n,m) € Ny X Ny | n < m}
(“P(x,y) bedeutet x < y”)
— Frage:ist G wahrin §?
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Geschachtelte Quantoren
— Formel F: VYx 3y P(x,y)
Struktur S U, = Ny
Ps={(n,m) € Ny XNy | n <m}
(“P(x,y) bedeutet x < y")
— Frage: ist F wahrin §7?
— Wir zeigen [Vx 3y P(x,v)]|(S) = 1 nach der Definition:
* Esreicht zu zeigen: [3y P(x, v)](Sy—q) = 1 furd =0,1,2, ...
* Wir missen also ein e finden mit [P (x, )] (Syi—q y—e) = 1.
* D.h., wir mussen ein e finden mitd < e.
* Wir nehmen z.B. e = d + 1. Fertig.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Aufgabe.

Sei die Interpretation von R(x, y) “x verlasst sich auf y.” Welche
Formel gehort zu welchem Satz?

1. ¥x3dy R(x,y) a. “Esgibt einen, der sich auf alle verladsst.”

2. 3yVx R(x,y) b. “Jeder kann sich auf jemanden verlassen.”

3. IxVy R(x,y) c. “Aufjeden verldsst sich irgend jemand.”

J

4. Vy3x R(x,y) d. “Esgibt einen, auf den sich alle verlassen.

5. VxVy R(x,y) e. “Jeder verldsst sich auf alle”
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Tautologie, Widerspruch, Erfillbarkeit, ...

— Eine Formel F ist allgemeingililtig wenn fiir jede Struktur S, die zu
F passt, gilt: [F](S) = 1.

— Eine Formel F ist ein Widerspruch wenn fir jede Struktur S, die
zu F passt, gilt: [F](S) = 0.

— Eine Formel F ist erfiillbar wenn es eine Struktur S gibt, die zu F
passt, und [F](5) = 1 erfullt.

— Zwei Formeln F und G sind logisch dquivalent (symbolisch:
F = @) genau dann, wenn fir jede Struktur S, die zu F und zu G
passt, gilt: [F|(S) = [G](S)

— F folgt aus G (symbolisch: F = G) genau dann, wenn I — G

,g BUItIgIst.
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Modellierung mit Pradikatenlogik

» Aller guten Dinge sind drei

(~(x =y) A Gut(x) A Gut(y))
VxVy -
3z (=(z = x) A=(z = y) A Gut(z))
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Modellierung mit Pradikatenlogik

* Esist kein Fehl und Laster, es gibt daflir ein Pflaster
Vx ((ﬂFehi(x) A —iaster(x)) — 3y Pflaster(y, x))

W
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Modellierung mit Pradikatenlogik

* Die Folge fi, f>, ... von reellen Zahlen konvergiert nach a.

Ve >0: Ing EN: Vn=ng: |[f(n) — f(ng)| <e€

Gr(e, 0) -
Nat(ng) A
j Ve In, o ( (Nat(n) A Gr(n, no)) - )
i Gr (abs (diff(f(n), f(n(,))) , E)
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Modellierung mit Pradikatenlogik

+ Die Folge f1, f>, ... von reellen Zahlen konvergiert nach a.

J;_‘;_E;O:_EI?EO_EN_: vn =ng: |[f(n) — f(ng)| < e -

Gr(e, 0) -
Nat(ng) A

(Nat(n) A Gr(n,no)) ~
. (GT (abs (aifF(f ). £ (no)) E))

0. 00020 17

\4
c an,

12 4‘/1"%! /T'a”/ /!'[ﬁ!jﬂl 43{)-5, 4-’°2I4f2,~4; '2/ /]’z.‘
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Modellierung mit Pradikatenlogik
* Die FOIge fl gy T VO e S e T 1 'I\Ull'\lC!S; rt nach a.
Ve > 0 3 = page size - £( D)l <e
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Modellierung mit Pradikatenlogik

+ Die Folge f1, f>, ... von reellen Zahlen konvergiert nach a.

- Ge >0: Ing EN: Vn = ny: |f(n) — f(ny)| <€

Gr(e,0) -
Nat(ng) A
Y an, (Nat(m) A Grn.ng)) =
— |V
- (G_r(a_b_i(@iiif'(fi@_)ff(_?l{ﬁ)) i))

1,04, 001, 001 0.0001 000307
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