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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Algorithmen fir KNF-SAT
— Wir prasentieren zwei Algorithmen:

* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).

—Versucht, die Anzahl der zu prifenden Belegungen zu
reduzieren

* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).
Beispiel:
F=@VagqVvr)A(-pVv-r)A(qV-r)Ap
F[p\true] = (truev ~q vr) A (—true v —r) A (q V =r) Atrue
= (trueVv g Vvr)A(falsevar)A(qv -r)
=true A—rA(gVv-r)

=-arA(qVv-r)
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— Auf Erflllbarkeit gerichtet: kann friih terminieren, wenn
die Formel erfillbar ist.

— Wir prasentieren nur eine vereinfachte Version.
* Resolution (Robinson).

— Auf Nicht-Erfiillbarkeit gerichtet: kann friih Terminieren,

wenn die Formel nicht erfillbar ist.
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* Resolution mit Mengendarstellung.

* Beispiel: wenn die Formel Klauseln p und —p enthilt,
dann kann die Klausel false hinzugefiigt werden.

Die Klauseln sind dquivalent zu
p p — false false

Die neue Klausel zeigt, dass die Formel nicht erfillt
werden kann.
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* Resolution.
— Grundidee: fuge iterativ neue Klauseln zur Formel hinzu,
die logische Konsequenzen der ursprunglichen Klauseln
sind.
* Beispiel: wenn die Formel Klauseln (=p V g vV r) und
(=7 V sV t) enthalt, dann kann die Klausel

= ol
] (mp Vv qVsVt) hinzugefigt werden. r
Die Klauseln sind dquivalent zu [\ (<1
(pA=q) -1 ro(svt) (@PA-q) - (svit) )
! r 1 6 H o o,
29 O S R e PYPY A e YT (1)
AN
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¢ Resolution.

Wir stellen diesen Sachverhalt durch folgendes Diagramm

dar:
K, K

R

Die leere Klausel wird mit dem Symbol ,,0“ bezeichnet
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* Resolution mit Mengendarstellung.

Definition. Seien K4, K, und R Klauseln in
Mengendarstellung. Dann heit R resolvent von K; und
K,, wenn es ein Literal L gibt mit L € K; und L € K, und

R =K \{LYu (K \{L}D)

Hierbei ist L definert als

Z:{ -p falls L=p

p falls L =-p
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* Das Resolutionsverfahren

while F die leere Klausel nicht enthalt

{if  F zweiKlauseln Ky, K, enthalt
mit einem Resolventen R, derR & F
erfiillt (d.h., R ist nicht Klausel von F)
flge R als neue Klausel zu F hinzu

then

else antworte ,erflllbar” und halte

}

antworte ,unerfillbar” und halte
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{=q,s} {-w.qs} {p} {r,=s} {-p, -1, s}
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¢ Resolution.

Aus dem Lemma folgt: wenn irgendwann die leere Klausel
hinzugefiigt wird (d.h., wenn das Verfahren ,,unerfillbar”
antwortet), dann gilt

F = F A false = false
und somit ist die Formel F unerfillbar.

Man muss noch zeigen:
* Wenn das Verfahren ,erfullbar” antwortet, dann ist die Formel
erfillbar. (Kommt spater in der Vorlesung)

Das Verfahren terminiert. (Folgt aus der Tatsache, dass es
51 endlich viele Klauseln mit n Variablen gibt.)
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* Resolution.

Fakt. Sei F eine Formel in KNF-Form. Wenn R resolvent
zweier Klauseln von F ist, dann gilt

F=FU{R}.

Begrindung.
Seien K, K, die durch R resolvierten Klauseln mit
K, = K{VAund K, = K; V —=A. Es gibt F' mit
F=F A(K{VA)A(K,V-4)
=F ANK{VA)A(K;V=4)A(KVKS)
=F' AK{VA)A(K;V-A)AR
=FVR
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* Resolution -

Size

Aus dem LE| (cocipgeie -] eere Klausel
hinzugefig]| sv- nerflllbar”
antwortet) 4 ﬁ 47 P §

E

und somiti| <=

Orientation

Man muss B = N
* Wenn (| = 1 ist die Formel
erfiillbj
Das Ve [ o [ cancel e, dass es

51 endlich-vrereR@usenT T vareneT gt
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* Resolution

— Korrektheit der Resolution.
1. Das Verfahren terminiert fiir jede Eingabeformel.

Folgt daraus, dass es nur endlich viele Klauseln aus
einer endlichen Menge von Variablen konstruiert
werden kénnen.

2. Wenn die Formel erfiillbar ist, dann antwortet das
Verfahren ,erfullbar”,

Folgt aus dem Fakt.

Wenn die Formel unerfillbar ist, dann antwortet das
Verfahren ,unerfillbar®,

Schwieriger. Wird spéter in der Vorlesung
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* Resolution

— Korrektheit der Resolution.
1. Das Verfahren terminiert fiir jede Eingabeformel.

Folgt daraus, dass es nur endlich viele Klauseln aus
einer endlichen Menge von Variablen konstruiert
werden kénnen.

2. Wenn die Formel erfiillbar ist, dann antwortet das

" <—
Verfahren ,erflllbar”. i g
" e, Twanpllli Ao
Folgt aus dem Fakt. MWJ

Wenn die Formel unerfillbar ist, dann antwortet das
Verfahren ,unerfillbar®,

Schwieriger. Wird spéater in der Vorlesung
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* Ein Kalkil fir logische Inferenzen.
— Wir beschreiben eine Menge von Inferenzregeln
(ein Kalkdl),

Mit den Inferenzregeln kénnen Ausdriicke der
Gestalt

ArF

mechanisch erzeugt werden, wobei A eine
Konjunktion von Annahmen und F eine Formel ist.
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* Ein Kalkil fur logische Inferenzen.
— Es wird gelten:
ArFF gdw. AEF

— Das Kalkil bietet damit eine alternative zum
Folgerungstest.

— Die Regeln sind dhnlich zu den Formationsregeln: -

* Basisregeln: “A + F fir die Konjunktion A und die
Formel F”

* Induktive Regeln: “wenn A + Fy, ..., A + F, ,dann B - F

”
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* Ein Kalkul fir logische Inferenzen
— Grafische Darstellung der Basisregeln:

ArF

— Grafische Darstellung der induktiven Regeln
AL+ F, . A, FE,

BrF

Intuition: um B + F zu beweisen, reicht es zu zeigen,
dass A + Fyund 4, + Fyund ...und A, - F, gelten.
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* Ein Kalk(i| ¥iir Inciccha Infarenzen

—_ ES Wird f |Gurment page size -

— Das Kal( { St | i ‘ L { m

Folgerup -« | |
B — Die Reggba.sind Shnlich zu den FormatiorjBregeln:
] * Basisrnt - A 1d die
Formel * -
i * Indukt . dann B - F
” 0K Cancel
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* Beispiel eines formalen Beweises.
— Wir betrachten nochmal die Inferenz
Wenn
es heute bewolkt ist, und
wir nur dann schwimmen gehen, wenn es sonnig ist, und
wir immer dann rudern, wenn wir nicht schwimmen, und

wir immer friith nach Hause kommen wenn wir rudern,
dann
werden wir heute friih nach Hause kommen.
— Wir formalisieren sie in der Aussagenlogik und zeigen
ihre Korrekheit mit Hilfe der Inferenzregeln.
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* Ein Kalkil far logische Inferenzen

— Theorem: Die Regelmenge hat die folgenden zwei
Eigenschaften:
* Wenn F - G ,dann F E G. (Korrektheit, soundness)
“Aus der Regelmenge werden nur gililtige Inferenzen
hergeleitet”.

* Wenn F = G ,dann F - G. (Vollstandigkeit,
completeness)

“Jede giltige Inferenz kann mit der Regelmenge
hergeleitet werden ”.
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* Ein Kalkul fir logische Inferenzen
— Grafische Darstellung der Basisregeln:

ArF

— Grafische Darstellung der induktiven Regeln
AL+ F, . A, FE,

BrF

Intuition: um B + F zu beweisen, reicht es zu zeigen,
dass A + Fyund 4, + Fyund ...und A, - F, gelten.
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* Ein Kalkil fir logische Inferenzen.
— Es wird gelten:
AFF gdw. AEF

— Das Kalkul bietet damit eine alternative zum
Folgerungstest.

— Die Regeln sind dhnlich zu den Formationsregeln:

* Basisregeln: “A + F fur die Konjunktion A und die

”
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* Ein Kalkil far logische Inferenzen

— Annahmeregel. Fur jede A, fur jede Annahme F in
A:

ArF

— Ausgeschlossener Dritte. Flr jede A, fur jede F:
ArFVAF
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* Ein Kalkil fur logische Inferenzen
— Konjunktionseinfihrung. Fiir alle 4, flir alle F, G :

AR F ArG

AFFAG

— Konjunktionsbeseitigung. Fur alle 4, furalle F, G :

AFFAG AFFAG

ARF A+-F
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