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A full adder

Combine gates with A, 3 (and renaming of variables)

cout cin z——\D,Wl_gD

s
X y - a
+ b cin w3
T t cout
a b a s w2
Rl . R2 e ..
d c d
q R 7 5 full_adder(a, b, s, cin, cout) =

Jwy, wo, wa.xor(a, b, wy) A xor(wy,cin,s) Aand(a, b, ws) A

and(cin, wy, w3) A or(wsz, wo, cout)

R(x,y.q,r,s) = 3w.R1(x,y,w,q) ARa(y,w.r,s)
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An n-bit ripple-carry adder

cx ¢1 cin (=0)
a ap 4ap
+ b by bg

cout s» 81 Sp

Wire together n 1-bit adders where ith carry-out is i+1st carry-in, first carry is the
carry-in and last is the carry-out.

b2 a2 bl al b0 a0
cout || L1 LI cin
4{ adder }—{ adder ’—{ adder ’7
c3 T c2 I cl [ c0
s2 sl s0
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Description of the circuit (for 4 bits)

cin —{RootCell |— cout

NodeCell

LeafCell

ayby 53

LeafCell

ag by sy

LeafCell

ay by s,

LeafCell

asby s,
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We obtain the formula

adderp(ag,...,ap-1,bg,---,bp—1,80,---,Sp_1, Cin,cout) =

Jeg, - - ., cn. (cg < cin) A (cn < cout) A
n-1

/\ full_adder(a;, b;, s;,¢j, ¢i41))
i=1

Problem: too slow!!

Each ¢; can only be computed after all of ¢;_1, ..., ¢g have been computed

Delay: 2n + 2 time units for n-bit numbers
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Verification of the carry-look-ahead n-adder

Check if
adderp(ag,...,ap—1,b0,.-.,bn—1,50, .-+, Sn—1, Cin, cout)
o =
clan(ag,...,ap_1.bg,....bp_1,8q,...,Sp_1, Cin,cout)

Use SAT solvers or QBF solvers

Results of the SAT 2002 competition on a variant of this problem:

Task was to compare 2, 4, 8, ..., 256 bits adders (8 problems)
From 26 variables and 70 3CNF clauses to 4584 variables and 13226 clauses

Fastest solver (Zchaff) checked all 8 problems in 14 seconds

Rule-of-thumb: circuits with some hundreds of gates are routinely solved

More info at www.satlive.org/SATCompetition/2002/index.jsp
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Modelling circuits with QBL -

Gates as boolean formulas

Stable states as satisfying truth assignments
not y and or Xor
_ “ a a
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(anb)—c
or(a,b,c) = (avhb)—=c

and(a,b,c) =
xor{(a,b,c) = ((marnb)v(aAa-b))—c¢ -
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* Zu zeigen: NAND und NOR sind die einzigen
vollstandigen bindren Operatoren
* Korrekte Lésungen von:
— Maximilian Schmidt
— Martin Wauligmann (?)
— Nathanel Schilling (?)
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Aufgabe 3.9

* Ein bindrer Operator Op hat eine
Wahrheitstabelle der Gestalt

F|G FOpaG
00 X
01 y
110 A
11 w
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Aufgabe 3.9

* Sei H eine beliebige Formel, die nur aus
Variablen und (vielleicht) Op besteht.

F|G|FOpG Fall 1. x = 0.

Sei 8 die minimale Belegung
010 0 “von H, die allen Variablen 0
01 y zuordnet. Es gilt [H](S,) = 0.
110 z Damit gilt z.B. F # —p
11 w
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Aufgabe 3.9 Aufgabe 3.9

* Sei H eine beliebige Formel, die nur aus * SeiH eine“{baﬁabia&l;otm&d@mws
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* Sei H eine beliebige Formel, die nur aus
Variablen und (vielleicht) Op besteht.

Annotations

Fall4.x =1,w =0,y # z.
Die Tabellen bleiben invariant
durch den Tausch 0 —» 1,1~ 0.

Es gilt dann [H](B,) # [H](B1)

FIG|FOPG| undsozBH £p —q =
' ojo| 1 \
i 01 1
y 1o o
6111 0
Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14 ﬂ
F Prof. Dr. J. Esparza — Institut fir Informatik, TU Miinchen -+




(RN

Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).
Definition. Sei FF eine KNF-Formel und sei p eine Variable von F.

F[p\true] bezeichnet die Formel, die ensteht, in dem jedem
Vorkommis von p in F durch true ersetzt wird und das Ergebnis mit
Hilfe der Regeln

FAtrue=F F Vv true = true —true = false

F Afalse = false Fvfalse=F —false = true
vereinfacht wird.

F[p\false] wird analog definiert.

9
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik
V)

* Normalformen Foop (pvy)  (pvavr (pog)
— Ein Literal ist eine Aussagenvariable oder die Negation |
einer Aussagenvariable. |

— Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen oder die P
Formel false (Disjunktion von 0 Literalen)

— Eine Formel in konjunktiver Normalform (KNF) ist
* eine Konjunktion von Klauseln

(41‘5\114&?.\//“{,
(d.h., eine Formel der Form (/\?zl(V:-n:’] Lij) ————
mit Li,j € {Al,Az, } U {_|A1, _lAz, } )
* oder die Formel true (Konjunktion von 0 Klauseln).
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Normalformen

— Ein Literal ist eine Aussagenvariable oder die Negation
einer Aussagenvariable.

— Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen oder die
Formel false (Disjunktion von 0 Literalen)

— Eine Formel in konjunktiver Normalform (KNF) ist
* eine Konjunktion von Klauseln
(d.h., eine Formel der Form (/\?:l(vj.'?:‘] Lij))
mit L; j € {Ay,4;, ..} U{=4y,24,, .. })
» oder die Formel true (Konjunktion von 0 Klauseln).

(431“’4&7 Mzr
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Normalformen

— Eine Formel ist in KNF falls in allen Pfaden ihres
Syntaxbaums Konjunktionen vor Disjunktionen vor
Negationen vorkommen.

4
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Normalformen: Umformunsmethode
— Formeln aus der Praxis sind oft in KNF
— AulRerdem, das folgende Verfahren konstruiert flir eine
beliebige Formel F eine dquivalente KNF-Formel:

1. Ersetze in F jedes Vorkommen einer Teilformel der
Bauart

—==G  durch G
—(GAH) durch (=GV—H)
=(GVH) durch (=GA=H)

bis keine derartige Teilformel mehr vorkommt.
5
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Algorithmen fur KNF-SAT

— Wir kennen bisher nur den folgenden Algorithmus:
* Erzeuge alle minimalen Belegungen, die zur Formel passen.
* Fir jede solche Belegung, priife, ob sie die Formel erfllt.
— Zwei Probleme
* Es missen 2" Belegungen gepriift werden !!

* Wenn die Formel unerfillbar ist, dann werden mit Sicherheit
alle Belegungen geprift.

7
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

2. Ersetze jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart
(FV(GAH))durch ((FVG)A(FVH))
((GAH)AF)durch ((FvG)A(FVH))

bis keine derartige Teilformel mehr vorkommt.

Alle Schritte erhalten dquivalenz.

Nach Schritt 1. kommen im Syntaxbaum Konjunktionen
und Disjunktionen vor Negationen vor.
Nach Schritt 2 kommen im Syntaxbaum Konjunktionen
vor Disjunktionen vor.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Algorithmen fir KNF-SAT
— Wir prasentieren zwei Algorithmen:

* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).

—Versucht, die Anzahl der zu prifenden Belegungen zu
reduzieren

— Auf Erflllbarkeit gerichtet: kann friih terminieren, wenn
die Formel erfillbar ist.

— Wir prdsentieren nur eine vereinfachte Version.
* Resolution (Robinson).

— Auf Nicht-Erfiillbarkeit gerichtet: kann friih Terminieren,

wenn die Formel nicht erfillbar ist.
8

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
Prof. Dr. J. Esparza — Institut fiir Informatik, TU Miinchen

—

—— [

“




(RN

Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).
Definition. Sei FF eine KNF-Formel und sei p eine Variable von F.

F[p\true] bezeichnet die Formel, die ensteht, in dem jedem
Vorkommis von p in F durch true ersetzt wird und das Ergebnis mit
Hilfe der Regeln

FAtrue=F F Vv true = true —true = false

F Afalse = false Fvfalse=F —false = true
vereinfacht wird.

F[p\false] wird analog definiert.
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* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).

Fakt. F ist erfullbar gdw. F[p\true] oder
F[p\false] erftllbar sind.

Begriindung.
Sei § Belegung mit [F](B) =1.
Wenn f(p) = 1 danngilt [F](8) = [F[p\true]|(8) = 1.
Wenn £ (p) = 0 danngilt [F](8) = [F[p\false]](ﬁ) =1.
Sei 8 Belegung mit [F[p\true]](8) =1. Sei B’ die Belegung mit B'(p) = 1,
und 8'(q) = B(q) furgq # p. Dann gilt F[5] = 1.
Sei B Belegung mit [F[p\false]](8) =1. Sei B’ die Belegung mit 8'(p) = 0,
und B'(q) = B(q) furg # p. Danngilt F[B] = 1.
12
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).
Beispiel:
F=((pVvagVvr)A(apVar)A(gVv-r)Ap

F[p\true] = (truev ~q v r) A (—true Vv -r) A (g vV -r) Atrue

= (truev g Vvr)A(falsev —r)A(qV —r)
=true A-rA(qVr)

=-rA(qVv-r)

10
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).
Algorithmus 1:

Wenn F = true dann antworte ,erfillbar”

Wenn F = false dann antworte ,,unerfillbar”

Wenn true # F # false dann
wahle eine Variable p, die in F vorkommt;
prife, ob F[p\true] oder F[p\false]
erfillbar sind;

wenn mindestens eine von den beiden erfillbar
ist, antworte ,erfillbar”, sonst ,,unerfillbar”

13
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* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).
— Algorithmus 1 kann durch eine geschickte Wahl der
Variablen p beschleunigt werden.
— Eine One-Literal-Klausel ist eine Klausel, die nur ein
Literal enthdlt, i.e., eine Klausel der Gestalt {p} oder
der Gestalt {—p}.

14
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

(ApVvgV-arVs)A(—gVrVS)ATA(ApVas)A(apVT)

16
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).
Algorithmus 2:
Wenn F = true dann antworte ,erfillbar”
Wenn F = false dann antworte ,unerfiillbar”
Wenn true # F # false dann
wenn Feine One-Literal-Klausel {p} enthalt
dann priife, ob F[p\true] erfillbar ist;
antworte ,erfillbar” gdw. F[p\true] erfullbar
| wenn F eine One-Literal-Klausel {—p} enthilt
dann priife, ob F[p\false] erfiillbar ist;
antworte ,erflllbar” gdw. F[p\false] erfullbar
wenn F keine One-Literal-Klausel enthalt
i dann wahle eine Variable p, die in F vorkommt;

priife, ob F[p\true] oder F[p\false] erfillbar sind;

wenn mindestens eine von den beiden erfillbar ist,

15 dann antworte , erfillbar”, sonst ,unerfullbar”
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).

— Korrektheit des DPLL-Verfahrens.

1. Das Verfahren terminiert fiir jede Eingabeformel.
Folgt daraus, dass F[p\true] und F[p\false] mindestens
eine Variable weniger als F enthalten. Wenn das Verfahren
nicht frilher terminiert, dann kommen wir bei Formeln mit 0
Variablen an. Die einzigen solchen Formeln sind true und
false
2. Wenn die Formel erfiillbar ist, dann antwortet das Verfahren
yerfullbar” Folgt aus Fakt. .
Wenn die Formel unerfillbar ist, dann antwortet das
Verfahren ,unerfillbar”, Folgt aus Fakt.

— Ausfiihrlicher Beweis spater in der Vorlesung.

25
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

(ApVvgV-arVs)A(—gVrVS)ATA(ApVas)A(apVT)
lr\true

(apVgVsIA(mgVs)A(apVas)

p\true p\false

| (QVs)A(—qVS)A-s (qgVvs)
] s\false l q\trwmlse
qA-q s l/true
g\true 1 ls\true N
‘ 24 false true
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Mengendarstellung von KNF-Formeln
— Eine Klausel wird durch die Menge ihrer Literale
dargestellt

* Die Menge {p, —q, s} stellt die Klausel (p V —q V s) dar.
* Die leere Menge von stellt die Formel false dar.

— Eine KNF-Formel wird durch die Menge ihrer Klauseln
(genauer: die Menge der Darstellungen ihrer Klauseln)
» Die Klauselmenge {{—p}, {p, —q, s}} stellt die Formel
-pA(pV-—=gqVs)dar
— Die leere Klauselmenge stellt die Formel true dar.

[ [
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* DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland).
— Algorithmus 1 kann durch eine geschickte Wahl der
Variablen p beschleunigt werden.
— Eine One-Literal-Klausel ist eine Klausel, die nur ein
Literal enthdlt, i.e., eine Klausel der Gestalt {p} oder
der Gestalt {—p}.

14
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* DPLL mit Mengendarstellung

Algorithmen 1 und 2 werden aufgrund der folgenden
Eigenschaft mit Hilfe der Mengendarstellung implementiert:

Sei F eine KNF-Formel und sei p eine Variable von F. Die
Mengendarstellung von F[p\true] ensteht, in dem:

— alle Klauseln von F, die das Literal p enthalten, gestrichen
werden, und

— in allen Klauseln die das Literal —p enthalten, dieses
gestrichen wird.

Die Mengendarstellung von F[p\false] erhdlt man analog.

27
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik Kapitel Il — Grundlagen; Logik

{ {-p.q, -7, s}{~q, -7, s} {r} {-p,~s}{-p, 7} } * Resolution.
r\true _ — Grundidee: flge iterativ neue Klauseln zur Formel hinzu,
{ {-p,q,s}{~q.s}{-p, s} } die logische Konsequenzen der ursprunglichen Klauseln
pwlse sind.
* Beispiel: wenn die Formel Klauseln (—=p vV g vV r) und
., { {g.s}1{~q s} {=s}} { {-q,s}} ., (=7 V sV t) enthélt, dann kann die Klausel
J s\false l q\trwfalse ] (—mp Vg VsV t) hinzugefiigt werden.
(@ =a)) (h) p Die Klauseln sind dquivalent zu
g\true 1 ls\true (p A _'Q) =T r= (S A t) (p A _‘Q) - (S \ t)
i 28 {0} (0] i 29
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