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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

« Aquivalenzregeln

— Um Aquivalenzketten zu konstruieren kénnen wir
Aquivalenzregeln verwenden: Aquivalenzschemen, die
instanziert werden kénnen, um aquivalente Formeln zu
gewinnen.

— Aquivalenzregeln enthalten Formelvariablen (Platzhalter
fir Formeln).

— Beispiel: DieRegel (FVG)AN H=(FAH)V (G AH)
sagt: “Fur alle Formeln F, G, H gilt: (FVv G)A H und
(FAH)V (G A H) sind dquivalent”
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Logischen Inferenzen: Formalisierung.

— Eine logische Inferenz ist eine Formel der Gestalt F — (.
Dabei ist F' die Annahme und G die Konklusion. Eine
logische Inferenz ist korrekt wenn sie glltig ist.

— Notation: F E G (in Worten: G folgt aus F) bezeichnet,

DA ( dass F — G giiltig ist.
®

T Achtung! “G folgt aus F” ist nicht dasselbe wie
“F impliziert G” _
FEG
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik
+ Aquivalenzregeln fiir A, v, —

— Identitat: "FAtrue=F
F v false=F

— Dominanz: F V true = true
F A false =false

— ldempotenz: FvF=F
FAF=F

— Doppelte Negation: —F=F

— Triviale Tautologie/Kontradiktion:
F v —F =true
F N —F =false
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

+ Aquivalenzregeln fiir A, V, =

— Kommutativitat: FVvG=GV F
FAG=GAF
(FVG)VH=FV(GVH)
(FAGYAH=FA(GAH)
FV((GAH)=(FVG)A(FVH)
FAGVH)=(FAG)V (FAH)
—(FVG)=—-FA—G

— Assoziativitat:

— Distributivitat:

— De Morgan’s:

g Augustus
= De Morgan
% “ (1806-1871)
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Beweis von Aquivalenzen mit Aquivalenzregeln
— Zeige ~(pv (—=p A @) =P A—q

—(pv(=p Aq)) =-p A (=P AQq)
=-—pA(—PV—Q)
=-pA((@PV—Q)
=(p Ap)V(—p A —q)
= falseV (—p A —q)
= (—p A —q) V false
= —p A —q
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

 Aquivalenzregeln fir andere Operatoren
— Mit Hilfe von Aquivalenzregeln lassen sich logische
Operatoren durch andere Operatoren ausdriicken.

— Exklusives-Oder:  F®G=(FV G)A-(FAG)
F®GE(F/\—|G)V(G/\—|F)

FoG=-FVG
FVG=AF -G

— Implikation:

FeG=(F->G)NG-F)
FeG=a(F®G6)
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» Beweis von Aquivalenzen mit Aquivalenzregeln
— Zeige,dass p — q = —q = —p.

qVv-p
== qV-ap

g — p

=
l
<
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Beweis von Aquivalenzen mit Aquivalenzregeln

— Eine Formel F ist eine Tautologie gdw. F = true

— Zeige,dass (p V Q) A(=pVTr)A(sV=s)—=(q V1)
eine Tautologie ist.

((pVvOA(EpVTIA(sVas)) = (qVr)
=((pvg A(—pVr)Atrue) = (gVr)
(pv@A(=pVr)) > (qVvr)
==((pva)A(=pVvr)V(gVr)
=(-(VgV ~(=pVr)Vv(gVr)
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« Beweis von nicht-Aquivalenzen

— Um zu zeigen, dass F und G nicht dquivalent sind reicht
es, eine Belegung anzugeben, die zu F und ¢ passt, und
F wahr macht und G falsch (oder umgekehrt).

— Eine solche Belegung kann systematisch mit einer
Wahrheitstabelle gesucht werden, aber nicht mit
Aquivalenzregeln.

— In der Praxis oft besser:

* Finde mit Hilfe von Regeln “einfachere” Formeln F' und G’ mit
F=FundG =G

* Finde eine Belegung, die zeigt, dass F’ und G’ nicht dquivalent
sind.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

» Beweis von Aquivalenzen mit Aquivalenzregeln

=V Vvalmpvr)vigvr)
=(=pAqQ)V(pA-T)V qVT
=(-pA-q)VqV(pAT) VT

=((pVOA(~gV @)V ((pVT)A(arVr))
((=pVvqg)Atrue) v ((pVvr) Atrue)

(Beachte: Klammern weggelassen)

—pVvVgVpVvr

—pVpvgVvr
truevgqvr
=true
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Beweis von nicht-Aquivalenzen

Zeige: ((p—q)—7r)und (p — (q — 1)) sind
nicht-dquivalent.

L (p=q)=r)=GEGpvevr)=((pA—g) =)

2 (p-(@->1)=(=pv—qVr)
3. ((p A=g)Vr)und (—pV —g Vr)sind nicht

dquivalent:
((pA—q)VT) falschfur p—0,g— 1,70
(=pVvV-qVrT) wahrfir p—0,g— 1,70
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Vergleich: Wahrheitstabelle vs. Aquivalenzregeln

— Vorteile der Wahrheitstabellen:
* Automatische und einfache Methode.
* Terminiert garantiert mit der richtigen Antwort

— Nachteile der Wahrheitstabellen:

« Die Wahrheitstabelle einer Formel mit n Variablen enthalt 2™
Zeilen. Die Methode ist daher véllig ungeignet fir groRes n.

* Die Wahrheitstabelle jeder Formel mit n Variablen enthalt 2™
Zeilen, egal wie ,dumm” die Formel ist

p]A“pIAF
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Vergleich: Wahrheitstabelle vs. Aquivalenzregeln

— Vorteile der Aquivalenzregeln:
* Ab vier/funf Variablen die bessere Methode fiir Menschen.

* Richtige Sequenz von Regelanwendungen kann schnell zum
Ziel fihren.

— Nachteile der Aquivalenzregeln:
* Die ,richtige” Regel muss erraten werden.
+ Terminierung ist nicht garantiert
* Kann nur zeigen , das F = G gilt, aber nicht, dass es nicht gilt.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Vergleich: Wahrheitstabelle vs. Aquivalenzregeln

— Vorteile der Aquivalenzregeln:
* Ab vier/funf Variablen die bessere Methode fiir Menschen.

* Richtige Sequenz von Regelanwendungen kann schnell zum
Ziel fihren.

— Nachteile der Aquivalenzregeln:
* Die ,richtige” Regel muss erraten werden.
* Terminierung ist nicht garantiert
* Kann nur zeigen , das F.= G gilt, aber nicht, dass es nicht gilt.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Wieviele verschiedene Operatoren gibt es?

— Die Semantik von Operatoren (Konnektoren, Junktoren)
kann durch Wahrheitstabellen dargestellt werden.

— Da die Wahrheitstabelle einer Formel mit n Variablen
2" Eintrége (1/0) hat, gibt es genau ? 7 ? verschiedene
Wahrheitstabellen fir Formeln mit n Variablen.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Vollstandige Mengen von Operatoren.

— Einige Operatoren kdnnen durch andere ,,ausgedriickt
werden”. Z.B. ausp - g =-pVvgfolgt F - G =
F v G flr beliebige Formeln F und G.

— Formal: Ein Operator OP der Stelligkeit k = 0 kann
durch die Operatoren OP;, ..., OP, ausgedriickt werden
wenn es eine Formel F Gber OP;, ..., OP, (ohne die
Konstanten true und false) gibt mit OP(p,, ---,p,) = F

— Eine Menge M von Operatoren ist vollstandig wenn
jeder Operator (egal welcher Aritat) durch die

Operatoren von M ausgedriickt werden kann.
102

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
Prof. Dr. J. Esparza — Institut flir Informatik, TU Minchen

—

[EREN B

[ [

Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Vollstandige Mengen von Operatoren.
— Fakt: Die Mengen {—, V}und {—, A}sind vollstandig.

Beobachtung: Sei V eine vollstindige Menge und sei M eine
Menge von Operatoren. Wenn jeder Operator aus V durch die
Operatoren von M ausgedriickt werden kann, dann ist M auch
vollstandig.

Fall {—,V}. Es reicht zu zeigen, dass A durch — und v

ausgedriickt werden kann. Das wird mit der De Morgan’sche
Regel erreicht:

PAGEa(=apV Q).
Fall {=,A}. Symmetrisch.
104
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Vollstandige Mengen von Operatoren.
— Fakt: Die Menge {—,V,A} ist vollstandig.

Beispiel. Wir betrachten den 3-stelligen Operator ITE
mit folgender Wahrheitstabelle:

pla|r|ITE(p.q,7)
N 000 0 Es gilt:

0j0f1 1
0|1(0 0 ITE(p,q.v) = (—pA-gqA 1)
0111 1 V(pA gA 1)
100 0 V(pA gqA-T)
1|01 0 Vv ( p A q A r)
1(1)0 1

103 1(1|1 1
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Vollstdndige Mengen von Operatoren.
— Fakt: Die MengenG Vbund -, X\sind vollstandig. M,\/ﬁ

Beobachtung: Sei V eine vollstédndige Menge und sei M eine
Menge von Operatoren. Wenn jeder Operator aus VV durch die
Operatoren von M ausgedriickt werden kann, dann ist M auch
vollstdandig.

Fall {=,Vv}. Es reicht zu zeigen, dass A durch — und v

ausgedriickt werden kann. Das wird mit der De Morgan’sche O
Regel erreicht: i |

: fr — f~ |
pAq=Em(—mpV Q). T | a4
Fall {—,A}. Symmetrisch. T

R
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik
F-G = @

* Vollstandige Mengen von Operatoren.

F — Einige Operatoren kénnen durch andere ,,ausgedriickt
werden”. Z.B. ausp - g =-pVvgfolgt F - G =

i F v G flr beliebige Formeln F und G.

- Formal: Ein Operatorder Stelligkeit k = 0 kann
durch die Operatoren OP;, ..., OB, ausgedriickt werden

- ¢ wenneseine Formel F Uber OP,, ..., OF, (ohne die

~ Konstantenund@ gibt mit OP(p,, -+, p,) = F

FAG — Eine Menge M von Operatoren ist vollstandig wenn
jeder Operator (egal welcher Aritat) durch die
Operatoren von M ausgedriickt werden kann.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Vollstandige Mengen von Operatoren.
— Wir betrachten die Operatoren
nand: (FnandG) = (= (FAG))

Fnand G
1

== oo
o R o|D

1
1
0

nor: (FnorG)= (= (FVG)) F nor G

=R oCc|Tm
= = o
co o
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

. ol e 3 = _—
. VoIIstandlg : _ I S— 506G T [AFvG
F — Einige Of|  [commtpmgesie | sgedrickt
werden”)| s -G =
i FvGfu
Smm Tmm 1
NF — Formal: E 10 kann
durch diq| = —~  |lckt werden
7 - ¢ Wenn es || oo hne die
~ Konstant] a @ b, p) = F
Fal —Eine Menr ™ & wenn
jeder Opd| lie
| Operatori| e ] R,
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* Vollstandige Mengen von Operatoren.
— Fakt: Die Mengen {nand} und {nor} sind vollstandig.

Fir die Menge {nand}:

(-F) = (Fnand F)
(FAG) = (Fnand ¢) nand (F nand G)
(Fv G) = (Fnand F) nand (G nand G)
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Vollstandige Mengen von Operatoren.
— Wir betrachten die Operatoren

nand: (FnandG) = (= (FAG)) |F|G|FnandG

E— VR 1

01 1

110} 1

§ 1)1) (0)

nor: (FnorG)= (0 (FVG)) |F|G|FnorG
7 - ojol 1
oj1| o
I 1j0| o
v 105 11| 0
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Zusammenfassung Boolesche Operatoren
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Kapitel Il = Grundlagen; Logik

* Zusammenfassung Boolesche Operatoren

Annotations

Formaler Name Umg.spr. Stelligkeit

SYmeJ\

Negation NICHT — Mon. J @ J ~J
Konjunktion UND — Dyad. l A
Disjunktion ODER — |Dyad [ v
Exclusives-Oder XOR — | Dyad. f ®
Implikation IMPLIZIERT _—| Dyad. | & =
-
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- Modellierung von Sudoku

* Problem:
— Gegeben ein Sudoku S
— Konstruiere eine aussagenlogische Formel F., die
folgende (noch nicht formal definierte)
Eigenschaft erfillt:

* Eine (minimale) zu F passende Belegung macht F, wahr
genau dann, wenn die Belegung die Losung des
Sudokus charakterisiert.

W N —

m e

Modellierung von Sudoku

* Variablen: {X,, | X,Y,Z €{1,..,9} }
* Bedeutung von X, : auf der Zeile Y, Spalte Z,
liegt die Zahl X.

* Jede Zahl komm in jeder Zeile vor :
9

/\ (XYl \/Xyg\/...\/Xyg)
X=1Y=1

[HREN

I
i
i
|

Modellierung von Sudoku

* Jede Zahl komm in jeder Spalte vor :

9 9
A N\ (XizVXaz V...V Xoz)
X=17=1

* Jede Zahl kommt im ersten Quadrat vor (die Formel n
fiir die andere Quadrate sind analog):

AV V)

X=1 \Y=1Z=1

NG [y

Modellierung von Sudoku

* Jedes Feld enthalt hochstens eine Zahl:
9 9 9

ANN N CXvzv-Uva)

Y=1Z=1X=1 U =1
U+#X

* Anfangskonfiguration: z.B.
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Modellierung von Sudoku

Sei F. die Formel, die aus der Konjunktion aller
vorherigen Formel besteht.
In F kommen 729 (93) atomare Formeln vor.

Sei (7 eine Belegung aller atomaren Variablen
Xyz- (3 entspricht eine Losung des Sudokus
genau dann, wenn [F](3)=1.

Wenn der Sudoku gut formuliert ist, dann hat
F. genau eine erfiullende Belegung.

Modellierung von Sudoku

Sei F. die Formel, die aus der Konjunktion
vorherigen Formel besteht.

In F komme93) atomare Formeln v

Sei ( eine Belegung aller atomaren Variak
Xyz. /3 entspricht eine Losung des Sudoku:
genau dann, wenn [F.](3)=1.

Wenn der Sudoku gut formuliert ist, dann
F. genau eine erfullende Belegung.




