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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Wahrheitstabellen

— Sei F eine Formel, und sei Vp die Menge der Variablen, die
in F' vorkommen.

— Eine Belegung, die zu F passt, ist minimal fir F wenn  (3V—> for)
VF = V
— Sei [7 eine Belegung, die zu F passt, und sei 3 die
Projektion von [ auf V. Dann ist [3r ist eine minimale
Belegung und es gilt: [F|(8) = [F](BEr)-
— Das heisst: die Funktion [F| wird von den minimalen
Belegungen eindeutig bestimmt.

— Die Wahrheitstabelle von F enthalt als Zeilen die minimalen

Belegungen von F und die entsprechenden Werte von [F].
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik
* Berechnung der Wahrheitstabelle einer Formel.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Berechnung der Wahrheitstabelle einer Formel.

PQT((PV_'Q)_’T)‘_’_'T
7100 0 0 0 0
0|01 0 0 1 1

N 0|10 0 1 0 0
0|11 0 1 1 1

J 1|00 1 0 0 0
1101 1 0 1 1
1110 1 1 0 0
111 1 1 1 1
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Berechnung der Wahrheitstabelle einer Formel.

PQT((PV_'Q)_’T)‘_’_'T
0|00 0110 00 10
0|01 0110 11 01

N 0|10 0001 1 0 10
0|11 0001 11 01

J 1100 1110 00 10
1101 1110 11 01
1110 1101 00 10
111 1 101 1 1 01
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Berechnung der Wahrheitstabelle einer Formel.
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* Berechnung der Wahrheitstabelle einer Formel.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Berechnung der Wahrheitstabelle einer Formel.

PQT((PV_'Q)_’T)‘_’_'T
0|00 0110 00 0 10
0|01 0110 11 0 01

N 0|10 0001 1 0 1 10
0|11 0001 11 0 01

J 1|00 1110 00 0 10
1101 1110 11 0 01
1110 1101 00 0 10
111 1101 11 0 01
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Allgemeingiiltigkeit, Tautologie.

— Beispiele von Tautologien:
pv-op

(pAg)—p

p—->@®Vvq)

@@(q;p)

— (po@->1)->((p- - (-1 ’t
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* (Allgemein)gultigkeit, Tautologie.
— Eine Formel F ist giiltig genau dann, wenn fir jede
minimale Belegung 3, die zu F passt, gilt: [F](f) = 1.

— Tautologietest: berechne die Wahrheitstabelle und
priife, ob die Spalte fiir F ausschlieBlich Einsen enthalt.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Erfillbarkeit.
— Eine Formel F ist erflllbar wenn es eine Belegung 8
gibt, die zu F passt, und [F](B) = 1 erfiillt.
— Intuitiv: eine Formel ist erfiillbar wenn sie in
mindestens einer Welt wahr ist.

— Erfullbarkeitstest: berechne die Wahrheitstabelle und
prife, ob die Spalte fiir F mindestens eine 1 enthalt.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Widerspruch. F

— Eine Formel F ist ein Widerspruch wenn fur jede
Belegung S, die zu F passt, gilt: [F](f) = 0.

— Intuitiv: eine Formel ist ein Widerspruch wenn sie
Gberall (“in allen Welten”) falsch ist.

— Eine Formel F ist ein Widerspruch genau dann, wenn
fur jede minimale Belegung 3, die zu F passt, gilt:
[F1(B) = 0.

— Widerspruchstest: berechne die Wahrheitstabelle und
prufe, ob die Spalte flir F ausschliesschlich Nullen
enthalt.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Erfullbarkeit.

— Das Erfiillbarkeitsproblem (satisfiability problem, SAT)
ist eines der am meisten untersuchten Problemen der
ganzen Informatik:

* Gegeben: eine aussagenlogische Formel F

S [f

* Entscheiden: ob F erfiillbar ist.

ZV‘
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Erfillbarkeit.
— Eine Formel F ist erfillbar wenn es eine Belegung
gibt, die zu F passt, und [F](B) = 1 erfiillt.

— Intuitiv: eine Formel ist erfillbar wenn sie in
mindestens einer Welt wahr ist.

— Erfullbarkeitstest: berechne die Wahrheitstabelle und
prife, ob die Spalte fiir F mindestens eine 1 enthalt.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik Kapitel Il — Grundlagen; Logik Ty

 Aufgabe: Stimmt es oder nicht? * Logische Aquivalenz ¢ = pap \=
— Zwei Formeln F und G sind logisch dquivalent (symbolisch: Z-1

_- @G) genau dann, wenn fir jede Belegung [, die zu F und
Zue passt, gilt: [F](5) = [G](B)

Wenn F glltig, dann F erfillbar

Intuitiv: wenn F und G dquivalent sind, dann sind sie zwei fV"P

Sy b G R, B i Ml e ’V P verschiedene Schreibweisen der selben Aussage.
GO R AL — Sei V die Menge der Variablen, die in F oder G vorkommen.ﬁr“’\&
Wenn F unerfillbar, dann1F glltig F und G sind dquivalent genau dann, wenn fiir jede Belegung
B:V = {01} gilt: [F](B) = [G](F).
— Aquivalenztest: Konstruiere die Wahrheitstabelle von F & G
i i und prife, ob die Spalte fir F < G ausschliesschlich Einsen
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik Kapitel Il — Grundlagen; Logik

. . i 3 enthalt. [qu r)A ,} g+ ((mr

* Aufgabe: stimmt es oder nicht? * Logischen Inferenzen: Formalisierung.

— Eine logische Inferenz ist eine Formel der Gestalt

—_
F_______ 6 F'G | Dabei ist F* die Annahme und G die Konklusion. Eine

@/\ (pVvag p Ja logische Inferenz ist korrekt wenn sie giltig ist.

- Notation:in Worten: G folgt aus F) bezeichnet,

(0v4) v N
— | | E
_(pVvgq pvq o~ dass F — G giltig ist.

pA(@@Vvr) (pAq) Vv (pAT) “F impliziert G”
e )

7AN vV r A Vr
j pA ) A9 I Achtung! G folgt aus F” ist nicht dasselbe wie
i i F F—=¢
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Logischen Inferenzen: Formalisierung.
— Fast immer ist die Annahm ine Konjunktion

((F,nmn (’ﬂ@man spricht dann von den Annahmen
F, .. E,. =

—Statt F; AF, A--AF, & F schreibt man F;} '/Fn = F.

— Folgerungstest: berechne die Wahrheitstabelle und
priife, ob die Spalte fir F — G ausschlieRlich Einsen
enthalt. —J

77

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
/ Prof. Dr. J. Esparza — Institut flir Informatik, TU Minchen

_
Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Beziehungen

— F ist giiltig (eine Tautologie), genau dann, wenn
« —F ist ein Widerspruch.

. @E true &——rv I

4
e true = F ;
1

[ [

> b

= \\37\

— F ist ein Widerspruch, genau dann, wenn - —

11
J
. @st glltig. '
« F = false AF @
<
() @)

« F E false

_Jr,‘n,,{—alf
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* Aufgabe: stimmt es oder nicht? pE pv
A JF _ACF 0= (pv9)
® pvg) Js ,
© @D e P ErYe

P g pvg  Je (pry) = (' p)

P.q pPAq
pPAq p
pVq p

— pp->q q
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Beziehungen
— F ist erfillbar genau dann, wenn
« —F ist nicht giiltig
— F = G gilt, genau dann, wenn
T?;G ist eine Tautologie

80
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Aufgabe: Wahr oder falsch?

— Eine Formel F ist eine Tautologie, genau dann, wenn
— F ein Widerspruch ist.

— Eine Formel F ist keine Tautologie, genau dann, wenn
— F erflllbar ist.

— Wenn F ein Widerspruch ist, dann ist F — G eine
Tautologie.

— F ist ein Widerspruch genau dann, wenn F = false .
— F ist ein Widerspruch genau dann, wenn F — false .
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Kapitel Il - Grundlagen

G

* Eigenschaften der Aquivalenz

— Die Relation = ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. F&>G
O ..
Damit ist = eine Aquivalenzelation (wie zu erwarten
pre war).

((,,. g — Diese Transitivitit erlaubt es, die Aquivalenz zweier
wp Formeln F und G nachzuweisen, in dem man eine

ette von Aquivalenzen
(pA {c}(‘nj,ﬁ _ _ _ _ F’ >
0 F=F=F,-=E =G

angibt.
¢ Das ist eine alternative Methode zur Wahrheitstabelle.
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Kapitel Il - Grundlagen

* Eigenschaften der Aquivalenz

— Die Relation = ist eine Kongruenz. Das heifdt: wenn in
einer Formel F eine Teilformel durch eine dquivalente
Formel ersetzt wird, dann ist die resultierende Formel
aquivalent zu F.

— Die Kongruenz-Eigenschaft erlg;' .o~ ~7== %10 =
F; = F;;, zu finden, in dem mg e mepase X peee
. o . |8 Append Page
F; durch eine dquivalente Forn 5 .0 = seection '
i [} Delete Page O] Page R

(] Clone Page
Close Menu  Esc
5 Extract Page

Move Page Up
Move Page Down
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Kapitel Il - Grundlagen

* Vergleich mit arithmetischen Ausdriicken:

— Die Relation ,,=,, ist eine Aquivalenzrelation und eine
Kongruenz.

— Beweis, dass (9 + 7) x (3 + (4x2)) =176 :
¢ ¥

T +NDXB T+ Ex2)EO + 7)%x (3 + 8)

= 16% (3 + 8)

= 16x 11
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* Vergleich mit arithmetischen Ausdrticken:

— Syntax:
* 0,1,2, ... sind arithmetische Ausdriicke + x ( )

* Wenn A und B arithmetische Ausdriicke sind, dann sind
(A + B) und (4 X B) auch arithmetische Ausdriicke

— Semantik eines Ausdrucks: eine nattlirliche Zahl

— Relation zwei Ausdriicke sind aquivalent, wenn
ihre Semantik dieselbe Zahl ist.
*34+4=24+5 34 (5x4) =17+6
— — \______,_‘\\______/-
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Kapitel Il - Grundlagen

* Vergleich mit arithmetischen Ausdrticken:

— Syntax:
* 0,1,2, ... sind arithmetische Ausdriicke + x ( )

* Wenn A und B arithmetische Ausdriicke sind, dann sind
(A + B) und (4 X B) auch arithmetische Ausdriicke

— Semantik eines Ausdrucks: eine natirliche Zahl

— Relation zwei Ausdricke sind aquivalent, wenn
ihre Semantik dieselbe Zahl ist.
*34+4=24+5 34 (5x4) =17+6
~— \______,_‘\\______/
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

« Aquivalenzregeln

— Um Aquivalenzketten zu konstruieren kénnen wir
Aquivalenzregeln verwenden: Aquivalenzschemen, die
instanziert werden kénnen, um aquivalente Formeln zu
gewinnen.

— Aquivalenzregeln enthalten Formelvariablen (Platzhalter

fir Formeln).
— Beispiel: Die Regel|(F v G) A H = (F A H) V (G AH)
sagt: “Fur alle Formeln F,G,H gilt: (FVv G)A Hun

(FAH)V (G A H) sind dquivalent”
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« Aquivalenzregeln

— Wie zeigt man, dass eine Regel korrekt ist? Jede Instanz
kann mit einer Wahrheitstabelle gepriift werden, aber
es gibt unendlich viele Instanzen!

— Die folgende Eigenschaft (ohne Beweis) gibt die Losung:
Eine Regel ist korrekt genau dann, wenn sie korrekt ist
fir die Instanz, in der die Formelvanabler(@@
jeweils durch die Vanablen .“ . ersetzt werden.

— D.h.: Um die Korrektheit einer Regel nachzuweisen
reicht es zu zeigen, dass sie flir diese eine Instanz gilt.
Das kann mit einer Wahrheitstabelle gemacht werden.

[ [
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Aquivalenzregeln

— Eine Regel kann mit verschiedenen Formeln instanziert
werden:

— (FVG)AH=(FAH)V(GAH)
/\7{2(;0/\7‘) V (gAT)

\/:j)V£)A:fE((p+q)Aﬂp) v (q/\ﬂ

_—s'L(ja
F G H
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Aquivalenzregeln fiir A, V, —
— |dentitat: Atrue =
V 1alse =

F‘"‘“_”‘"ET
(pa bw ) J&>p

—Dominanz: KV true = true
F A false =false

— ldempotenz: FvF=F
FAF=F

— Doppelte Negation: —F=F
— Triviale Tautologie/Kontradiktion:

F v —F =true
F A —F =false
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

» Aquivalenzregeln fiir andere Operatoren

— Mit Hilfe von Aquivalenzregeln lassen sich logische
Operatoren durch andere Operatoren ausdriicken.

— Exklusives-Oder: F®G=(FV G)A=(FA G)
F®G=(FAAG)V(GA=F)

— Implikation: F-G=-FVG
FvG=-F->G
7
I — Bikonditional: FeG=(F->G)ANG-F)
¥ FoetG=-(FRG)
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» Aquivalenzregeln fiir andere Operatoren

— Mit Hilfe von Aquivalenzregeln lassen sich logische
Operatoren durch andere Operatoren ausdriicken.

— Exklusives-Oder: F®G=(FV G)A=(FA G)
F®G=(FAAG)V(GA=F)

™ 4 o © A

T — Implikation: F-G=-FVG
FvG=-F->G

7

I — Bikonditional: FeG=(F->G)ANG-F)

¥ FoetG=-(FRG)
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

« Aquivalenzregeln fir A, V, =

— Kommutativitét: FVG=GVF
FAG=GAF

(FVG)VH=FV(GVH) fvbuHd
(FAGYAH=FA(GAH)
— Distributivitat: FV(GAH)=(FVG)AN(FVH)

— Assoziativitat:

D FAGVH)=(FAG)V(FAH)

W

— De Morgan’s:

Q Augustus
e De Morgan
J‘ (1806-1871)
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