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* Losung 1:
— Liste flirn = 0,1,2, ... alle Tupeln, deren Summe n
Ist. E x"f.,]
* Losung 2: 7
— Sei Q, 2,...,i}f/ fe s L*)

— Liste Xl,ll X1,2' X2,1' X1,3; e
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Aufgabe 2.4

» Zu zeigen: N ist abzahlbar

» Korrekte Lésungen von:
— Dario Be
— Rudolf Hattenkofer
— Jana Kuzmanova
— Moritz Pfeiffer
— Lilian Qian
— Maximilian Schmidt
— Martin Wauligmann
- Sebastian Weil}
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* Losung 1:

— Liste firn = 0,1,2, ... alle Tupeln, deren Summe n
ist. A

* Losung 2: A
—SeiX;; ={1,2,.., i}
— Liste X1 1, X12, X21,X13, e
* Losung 3:

— Wenn 4 abzdhlbar, dann A* abzihlbar fir jedes
k=>1.

— Wenn X;, X5, ... abzahlbar, dann UﬁilX[- abzihlbar. &—
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* Losung 1:

— Liste flirn = 0,1,2, ... alle Tupeln, deren Summe n
ist. A

* Losung 2: A
—SeiX;; ={1,2,.., i}
— Liste X1 1, X12, X21,X13, e
* Losung 3:

— Wenn A abzihlbar, dann A* abzéhlbar fiir jedes
k=>1.

— Wenn X, X5, ... abzahlbar, dann UﬁilX[- abzihlbar. &
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* Losung 4:

— Die Kinder eines Tupels (nq, ...,ng) sind die Tupeln

(nq, .o, ng, 1), (nq, ..o, g, 2),..

— Ein Tupel ,will“ seine Kinder der Reihe nach zur Welt
bringen.

— Die Tupeln bilden eine Schlange. Am Anfang steht nur das
leere Tupel da.

— In jedem Schritt gebart das erste Tupel aus der Schlange sein
nachstes Kind uns beide stellen sich ans Ende der Schlange
(Kind vor Mutter).

— Wenn ein Tupel geboren wird schreit es: ,,Hurrah, ich bin da“
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Noch zwei korrekte Inferenzen
Wenn
Anna ein Enkelkind hat
dann
ist Anna eine Mutter

— Die Inferenz kann nur als korrekt erkannt werden, wenn
man Wissen Uber die Bedeutung von ,,Mutter” und
,Enkelkind” hat.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Noch zwei korrekte Inferenzen
Wenn
Anna ein Enkelkind hat
dann

ist Anna eine Mutter
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* Noch zwei korrekte Inferenzen
Wenn
alle Guldraber untreRig und alle UntrelRRigen filzig sind
dann
sind alle Guldraber filzig.
— Diese Inferenz erkennen wir als korrekt, auch wenn wir

]

nicht wissen, was ,, Guldraber”, ,untreRig”, oder ,filzig”
bedeutet !l

— Die Inferenz ist eine Instanz von:

Wenn (alle X sind Y) und (alle Y sind Z) dann (alle X sind Z)
10
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Noch zwei korrekte Inferenzen
Wenn
Anna ein Enkelkind hat
dann

ist Anna éine Mutter

— Die Inferenz kann nur als korrekt erkannt werden, wenn
man Wissen Uber die Bedeutung von ,,Mutter” und
,Enkelkind“ hat.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Logische Inferenzen (informell)

— Eine logische Inferenz ist eine Inferenz mit ,Variablen”
(Platzhalter flir Aussagen oder Objekte).

Achtung: diese Terminologie ist nicht Standard!

— Eine logische Inferenz ist korrekt, wenn alle ihre
Instanzen korrekt sind. Logiker sagen: die Inferenz ist

(allgemein)gtltig oder eine Tautologie.

* ,Wenn (alle X sind Y) und (alle Y sind Z) dann (alle X sind Z)“

ist gultig.

~Wenn (alle X sind Y) dann (alle Y sind X)“ ist nicht glltig.

,Wenn A und B und (wenn A dann C) dann B und C“ ist

glltig.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Die Logik untersucht die gliltigen Inferenzen
— Wie kann man sie (automatisch) erkennen?
— Welche sind die niitzlichsten?

* Die Logik stellt die Basis der mathematischen
Beweise.

* Praktische Anwendungen der Logik finden sich in
zahlreichen Gebieten der Informatik, z.B.
Datenbanken, Programmuverifikation,
Korrektheitsbeweise, Systemsicherheit, kiinstliche
Intelligenz und vielen mehr.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Die Logik untersucht die gliltigen Inferenzen
— Wie kann man sie (automatisch) erkennen?
— Welche sind die nitzlichsten?

* Die Logik stellt die Basis der mathematischen
Beweise.

* Praktische Anwendungen der Logik finden sich in
zahlreichen Gebieten der Informatik, z.B.
Datenbanken, Programmuverifikation,
Korrektheitsbeweise, Systemsicherheit, kiinstliche
Intelligenz und vielen mehr.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Es gibt zahlreiche Logiken
— Aussagenlogik, Pradikatenlogik, Temporalogik, deontische Logik

* Verschiedene Logiken studieren die giiltigen Inferenzen in
verschiedenen Sprachfragmenten:
— Aussagenlogik: ,und”, ,,oder®, ,nicht”, ,wenn ... dann,,
* ,Wenn X und Y dann Y“ (Platzhalter flr Aussagen)
— Syllogistische Logik: ,alle”, ,einige” , keine”
+ ,Wenn alle A sind B und kein B ist ein C dann ist kein A ein C“
(Platzhalter fiir Objekte)
— Temporallogik: Aussagenlogik + , heute”, ,morgen”,
Jirgendwann®, ,nie”
+ ,Wenn heute A gilt, dann war gestern wahr, dass morgen A gelten wir 1
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Aussagenlogik formal

— Die Aussagenlogik (wie jede Logik) bildet eine formale
Sprache.

— Eine formale Sprache wird definiert durch ihre Syntax
und ihre Semantik.
* Die Syntax der Sprache legt durch Regeln fest, welche
Zeichenketten wohlgeformte Ausdriicke sind.
Die wohlgeformten Ausdriicke einer Logik heiRen Formeln.
« Die Semantik legt die Bedeutung der Formeln fest.

Eine formale Semantik ordnet jeden Ausdruck einem
mathematischen Objekt zu, welchem als Bedeutung des Ausdrucks
interpretiert wird.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Aussagenlogik (propositional logic)

— Aussagen werden aus einer vorgegebene Menge von
atomaren Aussagen oder Aussagenvariablen
(Platzhalter fur Aussagen) mit Hilfe der Operatoren
(Konnektoren, Junktoren) ,und”, ,oder”, ,nicht” und
,swenn ... dann” gebaut.

— Atomare Aussagen sind wahr oder falsch, nie wahr und
falsch, keines von beiden oder etwas “dazwischen”.

— Die Grundlagen der Aussagenlogik wurden von George
Boole (,,The Laws of Thought” 1854) entwickelt. Man
spricht deswegen auch von der Booleschen Logik.

19
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Syntax.

— Eine formale Syntax besteht aus einem Vokabular und
einer Menge von Formationsregeln.

— Das Vokabular legt fest, welche Zeichen in Ausdriicken
vorkommen diirfen

— Die Formationsregeln legen fest, welche Zeichenketten
Uber dem Vokabular zuldssig oder ‘wohlgeformt’ sind
und welche nicht.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

» Syntax der Aussagenlogik: Formationsregeln
Regel O: true und false sind Formeln.
Regel 1: eine Aussagenvariable ist eine Formel.
Regel 2:ist F eine Formel, dann ist auch —F eine Formel.

Regel 3:sind F und G Formeln, dann sind
a. (FAG)
b. (FVG)
c.(F-G)
ebenfalls Formeln.

Regel 4: Ein Ausdruck ist nur dann eine Formel, wenn er durch
Anwendung der obenstehenden Regeln konstruiert werden kann.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

» Syntax der Aussagenlogik: Formationsregeln
Regel 0: true und false sind Formeln.
Regel 1: eine Aussagenvariable ist eine Formel.
Regel 2:ist F eine Formel, dann ist auch —F eine Formel.

Regel 3:sind F und G Formeln, dann sind
a. (FAG)
b. (FVG)
c.(F-G)
ebenfalls Formeln.

Regel 4: Ein Ausdruck ist nur dann eine Formel, wenn er durch
Anwendung der obenstehenden Regeln konstruiert werden kann.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

» Syntax der Aussagenlogik: Formationsregeln

— Es lassen sich also durch Anwendung von logischen
Operatoren (Konnektoren) auf Formeln neue Formeln
bilden.

— Ein Operator kombiniert einen oder mehrere
Operanden zu einem komplexeren Ausdruck.

— Monadische/unare Operatoren haben ein Argument
(z.B. =F), dvadische/tginére Operatoren haben zwei
Toojs / Tool Properties 3

L@® PAsAPER /7 A0C o @ER B
Ben 2 —Hx
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

» Syntax der Aussagenlogik: Formationsregeln

— Es lassen sich also durch Anwendung von logischen
Operatoren (Konnektoren) auf Formeln neue Formeln
bilden.

— Ein Operator kombiniert einen oder mehrere
Operanden zu einem komplexeren Ausdruck.

— Monadische/urdre Operatoren haben ein Argument
(z.B. =F), dyadische/bindre Operatoren haben zwei
Argumente (z.B. F V G).
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik
* Formeln sind:

((prg)—71)

((p A (false v q)) - r)

((=pVv-=q) = (qAD)
* Keine Formeln sind:

A(g = r@ &—

pA(pAq) —

(Ang = (gAD))
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik
* Formeln sind:
((pAg) - 1)
((p A (false v q)) - r)
((=p Vv =q) = (g Ap))

¢ Keine Formeln sind:

[ [

J A(g = r@ &—
i pA(PA Q)
\ (Ng— (qAD)) (A (A
30 —
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

» Syntax der Aussagenlogik: Formationsregeln
Regel 0: true und false sind Formeln.
Regel 1: eine Aussagenvariable ist eine Formel.
Regel 2: is@eine Formel, dann ist auch =F eine Formel.

Regel 3:sind F und (¢ Formeln, dann sind
a. (FAG)
b. (FVG)
c.(F=G)

ebenfalls Formeln.

Regel 4: Ein Ausdruck ist nur dann eine Formel, wenn er durch
Anwendung der obenstehenden Regeln konstruiert werden kann.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik
* Formeln sind:

((pAg) - 1)

((p A (false v q)) - )

((=p Vv =q) = (g Ap)

* Keine Formeln sind:

J Ag = 7@ &—
i pA(PA )
\ (Ag - (qADp)) (A (A
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik
* Ableitungsbeispiel

(1) p Regel 1

(2) g Regel 1

3) (pAq) Regel 3a, (1), (2)
(4) =(pAq) Regel 2, (3)

(5) =g Regel 2, (2)

(6) (e V—q) Regel 3b, (2), (5)
(7) (=(pAq) = (qV q))Regel 3¢, (4),(7)
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Syntaxbaum fir (=(pAq) = (qV —q))

- /

e

(4v19)

I ™ s .
i

1y

P

p q|l . la| ¥
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* Bindungsregeln zur Vereinfachung von Klammer-
ausdrucken
= bindet starker als A
A bindet starker als v
V bindet starker als —
* Beispiele:
- pAq steht fir (= p A q), nicht fir = (p A q)
p Ag — rstehtfur ((p Ag) = 1), nichtfir(p A (g = 1))
pA gV rA sstehtfir((pAg)Vv(rAs))
* Inden Folien:
Weder pAgVrAsnoch ((pAg)V (rAs)),
33 sondern (p Aq)V (rAs)

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
Prof. Dr. J. Esparza — Institut fiir Informatik, TU Miinchen

—

—E— [}




= <. | -

Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Syntaxbaum fir (=(pAq) = (g V q))

=1/ (@

(4v1y)

‘\([Mq)

(t5) '

P

P q : q
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* Semantik der Aussagenlogik. y
— Was ist die ,,Bedeutung” einer Formel? ? “aL

* Die Formel F = (=p A q) kann in vier ,Welten”
ausgewertet werden

—Welt 1: p und g sind beide wahr. F ist falsch.
—Welt 2: p ist wahr, g ist falsch. F' ist falsch.

—Welt 3: p ist falsch, g ist wahr. F ist wahr
—Welt 4: p ist falsch, g ist falsch. F ist falsch.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Bindungsregeln zur Vereinfachung von Klammer-

ausdricken
- (D

- bindet stérkerals A &=
Abindet starker als V O

—
AN\

>V bindet starker als —
* Beispiele:
ép)\ q steht fur (= p A g), nicht fir = (p A q)
p A q - r steht fijrnicht fur (p A (_cc:r ))
—= pA gV TA sstehtfijrw,\\

* |n den Folien:

Weder G A g V7 Asdoch(p Aq) V ( As)))

33 sondern (pAqQ)V (rAs) &E—————
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Semantik der Aussagenlogik.

— Die Bedeutung einer Formel ist die Funktion, die jede
mogliche ,Welt” dem Wahrheitswert der Formel in
dieser Welt zuordnet:

* 1 (die Formel ist wahr), oder
* 0 (die Formel ist falsch).

Man nennt {1, 0} die Booleschen Werte.

35
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Aussagenlogik.

— Eine Belegung (,,eine Welt”) ist eine Funktion von einer
Menge von Aussagevariablen in die Menge {0,1} der
Wahrheitswerte.

— Eine Belegung f: V — {0,1} passt zu einer Formel F,
wenn alle Variablen, die in F vorkommen, zu V gehoren.

— Beispiel: die Funktionen
*p=0 g-1
cpr=l, g1 ve1

sind passende Belegungen der Formel (—|p A q.)
36 ’
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik
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* Formale Semantik der Aussagenlogik. Chue]
— Die Funktion [F| ist folgendermaRen definiert in
Abhéangigkeit von F:

(1) Semantik der Formeln true und false:

F = true. Fir alle Belegungen f§ gilt: [true[(f) = 1_
F = false. Fur alle Belegungen £ gilt: [false](8) =0

38

[ [

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14

Prof. Dr. J. Esparza — Institut flir Informatik, TU Minchen

LY

_

Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Aussagenlogik.
— Die Semantik einer Forme@st eine Funktio@ die
jede Belegung [, die zu F passt, (,jede Welt”)&inem
Wahrheitswert [F'|(f) zuordnet.

37
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Aussagenlogik.
(2) Semantik der Negation (NICHT) und der Konjunktion

(UND): 16
F = flir eine Formel G. Fir jede Belegung 8, die zu F
passt:

_ (0 falls [G](B) =1
Ifl(f;) - {; falls [G](B) =0
F = (G AH) fur Formeln G und H. Fur jede Belegung 3,
die zu F passt:
_ {LAalls [EJ(B) =1 und [G](B) =1
[ﬂ (@ - { 0 falls [F](B) = 0 oder [G](B) =0

39
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Aussagenlogik.
(3) Semantik der Disjunktion (ODER):

F = (G Vv H) fur Formeln G und H. Fir jede Belegung
[, die zu F passt, gilt:

_ (1 falls [F](B) =1oder[G](B) =1
FIB) = {0 falls [F]() =0 und [G](B) =0
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

[ [

* Formale Semantik der Aussagenlogik.

* Wahrheitstabelle: Fl Gl Foe
0|0 1
01 1
110 0
111 1

* Semantik in Worten: F — G ist falsch genau dann wenn
F wahr ist und G falsch ist. Andernfallsist F = G wahr.

* In der Implikation F — G ist F die Hypothese und G die

Konklusion,
a4
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Aussagenlogik.
(4) Semantik der Implikation (WENN...DANN):

F = (G — H) fur Formeln € und H. Fir jede Belegung £, die
zu F passt:
_ (1 falls [F](8) = 0oder [G](B) =1
FIB) = {o falls [F](8) =1 und [G](B) =0

43
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Aussagenlogik.

Die formale Semantik der Implikation ist unterschiedlich von dem
Gebrauch von ,wenn ... dann” in der Alltagssprache.

* p — g sagt nicht, dass p eine Ursache fiir g ist

* Pinguine schwimmen — Pferde wiehern ist wahr in unserer Welt.

* p — g sagt nichts dartber, ob p wahr oder falsch ist
* Frau Merkel wurde bestochen — Frau Merkel gehort hinter Gitter
ist wahr in unserer Welt.

46
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Aussagenlogik.

* Wahrheitstabelle: FlClFoC
nlo 1
01 1
110 0
11 1

* Semantik in Worten: F — G ist falsch genau dann wenn
F wahr ist und G falsch ist. Andernfallsist F = G wahr.

* In der Implikation F — G ist F die Hypothese und G die

Konklusion,
a4
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Aussagenlogik.

* p — q sagt nichts dariber, ob =p — =g wahr ist
* In der Alltagssprache:

“

aus ,Wenn du brav bist, dann bekommst Du ein Bonbon
folgt implizit ,Wenn Du nicht brav bist, dann bekommst
Du kein Bonbon”
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Formale Semantik der Aussagenlogik.

Die formale Semantik der Implikation ist unterschiedlich von dem
Gebrauch von ,wenn ... dann” in der Alltagssprache.

* p — g sagt nicht, dass p eine Ursache fiir g ist

* Pinguine schwimmen — Pferde wiehern ist wahr in unserer Welt.

o * p — g sagt nichts dartber, ob p wahr oder falsch ist
J * Frau Merkel wurde bestochen — Frau Merkel gehort hinter Gitter
ist wahr in unserer Welt,
* Wenn in einer Welt p falsch ist, dann ist in dieser Welt
i p — g wahr, unabhangig davon, was g sagt !!

47+ Pinguine fliegen — Pferde sprechen ist wahr in unserer Welt.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Weitere Operatoren: Bikonditional

— Der binére Operator “&” entspricht dem
sprachlichen Konstrukt “genau dann, wenn ”.

— Wahrheitstabelle:

G\H|GeH
0'0 1
01 0
110 0
1|1 1
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Aufgabe: Sind diese Aussagen wahr oder falsch in
unserer Welt?

— Diese Vorlesung wird niemals enden — die Sonne wird

morgen aufgehen

— Dienstag ist ein Tag der Woche — Obama ist ein Pinguin.

— 1+1=6 — Merkel ist Kanzlerin

— Der Mond ist aus griinem Kase — Frankreich hat einen
Konig
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik
* Wahrheitstabellen

— Sei F' eine Formel, und sei / die Menge der Variablen, die
in F vorkommen.

— Eine Belegung, die zu F passt, ist minimal flir F wenn
VF' ES V

— Sei [ eine Belegung, die zu F passt, und sei 7 die
Projektion von 5 auf /. Dann ist [3; ist eine minimale
Belegung und es gilt: [F|(f) = [F|(LF).

— Das heisst: die Funktion [F]| wird von den minimalen
Belegungen eindeutig bestimmt.

— Die Wahrheitstabelle von F enthalt als Zeilen die minimalen
Belegungen von F und die entsprechenden Werte von [F].

56

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14
Prof. Dr. J. Esparza — Institut fiir Informatik, TU Miinchen

—

—— [




