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Kapitel Il — Grundlagen; Relationen

* Eine Funktion f: A — B heifit
—injektiv, wenn alle Elemente aus A

unterschiedliche Bilder haben, wenn also fiir
alle b € B gilt:

If~1(b)| = 1.

—surjektiv, wenn jedes Element aus B ein Bild
von mindestens einem Element aus A ist,
wenn also fir alle b € B gilt:

If~1b)l = 1.
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Kapitel Il — Grundlagen; Relationen

* Komposition von Funktionen:

Die Operation (“o”) setzt aus zwei Funktionen

g: A—B und f: B—C eine neue Funktion

zusammen, indem f auf das Resultat von

g angewendet wird.

— Wir schreiben: (f o g): A — € definiert durch
(feg)(@) = (f(g(a)).

—Da g(a) € B, ist f(g(a)) definiert und Element von C.

— Der Operator o ist nicht kommutativ; im Allgemeinen
gilt:fog+#gof.
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* Grafische Darst. der Injektivitat/Surjektivitat.

Q o o o

1: injektiv, —surjektiv
2: surjektiv, —injektiv
3. —injektiv, —surjektiv
4. Keine Funktion

5. injektiv, surjektiv

Q@ o © aq
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* Bijektivitat

— Eine Funktion f: A — B ist bijektiv, oder reversibel,
oder invertierbar, genau dann wenn sie injektiv und
surjektiv ist, wenn also fiiralle b € B gilt:
If~t)| = 1.

— Eine Bijektion f: A = B hat eine eindeutige inverse
Funktion f~1: B — A definiert durch

(f~ Yo f) =1d, , wobeild, die Identitits-

Funktion bezeichnet.
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* Einige spezielle Funktionen
— In der diskreten Mathematik haben wir es haufig mit den
folgenden Funktionen (iber den reelen Zahlen zu tun.

— Die floor Funktion (“untere GauBklammer”) |-|: R — Z,
wobei |x | (“floor of x”) die groRte ganze Zahl < x
bezeichnet, also

|x|]=max({i€Z]| i<x})

— Die ceiling Funktion (“obere GauRklammer”) [-]: R — Z,
wobei [x] (“ceiling of x”) die kleinste ganze Zahl = x
bezeichnet, also

" [x]=min({i€Z| i<x})
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* Einige spezielle Funktionen
— Reele Zahlen “fall to their floor” oder “rise to their

ceiling”.
—Wennx & Z:
|—x| #= —|x | und [—x] # —[x]
—Wennx € Z:
[—x| ==—|x] = —x = [-x] # —[x]
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* Definition:
Zwei (moglicherweise unendliche) Mengen A und B,
haben die gleiche Kardinalitat (|A|=|B|) genau dann
wenn eine Bijektion (bijektive Funktion) von A nach B
existiert. Man sagt auch , dass A die gleiche
Méchtigkeit wie B hat.

* Bemerkung:
Sind A und B endlich, dann existiert eine solche
Funktion genau dann wenn A und B dieselbe Anzahl
von Elementen haben.
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* Abzihlbarkeit vs. Uberabzihlbarkeit
— Eine beliebige Menge § ist abzahlbar, wenn §

endlich ist oder |S| = |N]|.

Andernfalls ist S Uberabzahlbar.

— Intuitiv: eine Menge ist abzédhlbar, wenn ihre
Elemente “aufgelistet” werden kénnen. Dagegen
kann keine unendliche Liste alle Elemente einer
Uberabzahlbaren Menge enthalten.
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 Abzihlbarkeit vs. Uberabzihlbarkeit

— Eine beliebige Menge S ist abzahlbar, wenn S
endlich ist oder |S| = |N|.
Andernfalls ist S Uberabzahlbar.

— Intuitiv: eine Menge ist abzéhlbar, wenn ihre

+ Beispiele von abzahlbaren Mengen:
Theorem:
Die Menge Z ist abzahlbar.
Beweis:

Definiere f: Z — N durch

o 20 falls i 20
f“)‘{_zi—1 falls i < 0

Da f bijektiv ist, ist Z abzahlbar.
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Elemente “aufgelistet” werden kénnen. Dagegen
kann keine unendliche Liste alle Elemente einer
Uberabzahlbaren Menge enthalten.
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* Beispiele y* 20 Ne-ue

Theorem: S‘IE‘W

Die Mengg| ss- J

Beweis:

Smm Fmm u f [ |

Definiere { )

i Da f bijek]
| oK J [ Cancel

]
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Kapitel Il — Grundlagen; Relationen

* Beispiele von abzédhlbaren Mengen:
Theorem: Sei A eine endliche Menge. Die
Menge A* = U2, A’ ist abzihlbar.
Beweisidee:
A” ist die Menge aller endlichen Tupeln von
Elementen von A. Um sie aufzulisten, liste zuerst

die Elementen von A auf, dann die von 42, 43 etc.
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* Beispiel iiberabzdhlbare Mengen:
—Das Interval [0,1]:={r e R| 0 <r < 1}ist
Uberabzahlbar.
— Beweis durch Diagonalisierung.

— Allgemeiner gilt fir jede beliebige Menge M: die
Potenzmenge P(M) von M ist machtiger als M.

Georg Cantor
1845-1918
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* Beispiel (iberabzdhlbare Mengen:
—DaslInterval [0,1]:={r e R| 0 < r < 1}ist
Uberabzahlbar.
— Beweis durch Diagonalisierung.

— Allgemeiner gilt fiir jede beliebige Menge M: die
Potenzmenge P(M) von M ist machtiger als M.

Georg Cantor
1845-1918
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Logikist die Wissenschaft des SchlieBens.
Sie untersucht welche Inferenzen korrekt sind.
¢ Unter Inferenz verstehen wir (informell) eine Aussage
der Form: wenn A wahr ist, dann ist auch B wahr.
— Umgangssprachlich sagen wir auch:
Wenn A gilt, dann gilt B
Wenn A dann B
Aimpliziert B
¢ Aist die Annahme (Pramisse, Antezedens, Hypothese)
und B die Konklusion (Konsequenz).
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