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4.3 Matroide
Definition 305

Sei S eine endliche Menge, U C 25 eine Teilmenge der Potenzmenge von S. Dann
heiBt M = (S,U) ein Matroid und jedes A € U heiBt unabhingige Menge, falls gilt:

@0elU
®@ AcU BCA = BeU
o

ABeU |B=|Al+1
= (e B\A)[(Au{x}) c U}
Jede beziiglich € maximale Menge in U heiBt Basis.

Nach 3. haben je zwei Basen gleiche Kardinalitat. Diese heiBt der Rang r(A/) des
Matroids.
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4.4 Greedy-Algorithmus
Sei M = (S,U) ein Matroid, w : S — R eine Gewichtsfunktion.

algorithm greedy(S,U,w)
B :=¢
while (|B|<r(M)) do
seiz € {yeS\B;BU{y} €U} mit
minimalemn Gewicht
B := BU{a}
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4.4 Greedy-Algorithmus
Sei M = (S,U) ein Matroid, w : S — R eine Gewichtsfunktion.

algorithm greedy(S,U,w)
B :=¢
while (IB|<r(M)) do
seiz e {ye S\ B;BU{y} €U} mit
minimalemn Gewicht
B := BU{z}
od
end
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Beweis:
Aus der Definition des Matroids (1.) folgt, dass die leere Menge ) eine unabhingige
Menge ist. Beweis (Forts.):

Sei weiter B = {If,...,b.} eine minimale Basis, und es gelte 0. B.d. A.

w(b) < wby) < ... < w(l).
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4.5 Minimale Spannbdume
Satz 309

Sei G = (V, E) ein zusammenhangender, ungerichteter Graph, F' C 2F die Menge der
kreisfreien Teilmengen von E. Dann ist M = (E, F) ein Matroid mit Rang |V | — 1.

Beweis (Forts.):

@ Sind A und B kreisfrei, |B| = |A| 4 1, dann existiert ein b € B, so dass AU {b}
kreisfrei ist:
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Beweis (Forts.): Kruskals Algorithmus:

© Sind A und B kreisfrei, |B| = |A| + 1, dann existiert ein b € B, so dass AU {b} algorithm kruskal
kreisfrei ist: sortiere E aufsteigend: w(e;) < ... < w(ey,).
F =9
Wir betrachten die Walder (V. A) (mit |A| Kanten und [V| — |A4] i =0
Zusammenhangskomponenten) und (V, B) (mit |B| Kanten und |V| — | B| while |F|<|V|-1 do

Zusammenhangskomponenten). Diese Bedingungen lassen zwei Moglichkeiten zu: i+t
if FU{e;} kreisfrei then
F := FU{es}
fi
od
end
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Satz 310 Implementierung des Tests auf Kreisfreiheit:

Kruskals Algorithmus bestimmt (bei geeigneter Implementierung) einen minimalen

Spannbaum fiir G = (V, E) in Zeit O(|E| -log(|V|)).

Reprasentation der Zusammenhangskomponenten:

Feld Z: Z[i] ist die Zusammenhangskomponente des Knoten i.

Feld N: N{[j] ist die Anzahl der Knoten in der Zusammenhangskomponente j.
Feld M: M[j] ist eine Liste mit den Knoten in der Zusammenhangskomponente j.
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Fortsetzung
co FU{e} kreisfrei & Z[4i]1#Z[5] oc
if Z[41#Z[5] then Beweis (Forts.):

it I“Z (411 <= JV[Z [71] then Zeitbedarf fiir den Test: O(1) fiir jede Abfrage, damit dafiir insgesamt
BigSet := Z[j]

SmallSet := Z[2] O(|E|)
else
BigSet := Z[i] Zeitbedarf fiir das Umbenennen der Zusammenhangskomponenten: Nach jedem
SmallSet := Z[j] Umbenennen befindet sich ein Knoten in einer mindestens doppelt so groBen
fi Zusammenhangskomponente. Daher ist die Anzahl der Umbenennungen je Knoten
N[BigSet] := N[BigSet] + N[SmallSet] <log(|V]). Fiir das Umbenennen aller Knoten benétigt man dann
for all k € M[SmallSet] do
Z[k] := BigSet O(IVI ‘log(IVl))-
od
hiinge M[SmallSet] an M [BigSet] an ]
fi
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5. Spezielle Pfade
5.1 Eulersche Pfade und Kreise
Bemerkung: Definition 311
Es gibt Algorithmen fiir minimale Spannbdume der Komplexitdt O(m 4+ n - logn) Ein Pfad bzw. Kreis in einem Graphen (Digraphen) heiBt eulersch, wenn er jede Kante

des Graphen genau einmal enthilt.
Ein Graph (Digraph) heiBt eulersch, wenn er einen eulerschen Kreis enthélt.
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Beweis (Forts.):

“

=
Beweis: Konstruktion des eulerschen Kreises: Man suche einen beliebigen Kreis im
L= Graphen (muss aufgrund der Voraussetzungen existieren). Sind noch Kanten
unberiicksichtigt, suche man auf dem Kreis einen Knoten, der zu noch nicht

Ein eulerscher Graph muss notwendigerweise zusammenhangend sein. Die
Knotengrade miissen gerade sein, da fiir jede zu einem Knoten (auf dem
eulerschen Kreis) hinfiihrende Kante auch eine von diesem Knoten weiterfiihrende
Kante existieren muss, da sonst der eulersche Kreis nicht fortgefiihrt werden kann.

verwendeten Kanten inzident ist.
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Satz 313 5.2 Hamiltonsche Pfade
Ein Digraph besitzt genau dann einen eulerschen Kreis (Pfad), wenn er stark Ein Pfad (Kreis) in einem Graphen (Digraphen) heiBt hamiltonsch, wenn er jeden
zusammenhingend ist und fiir alle Knoten der In-Grad gleich dem Aus-Grad ist (wenn Knoten genau einmal enthilt.

fiir einen Knoten In-Grad = Aus-Grad — 1, fiir einen weiteren Knoten
In-Grad = Aus-Grad + 1 gilt und fiir alle anderen Knoten der In-Grad gleich dem

Aus-Grad ist).
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5.2 Hamiltonsche Pfade
Ein Pfad (Kreis) in ei Graphen (Di hen) heiBt hamilt h, jed
Kl:oter? génarlejlz)inlrr;zllneenr:hél;ap en (Digraphen) heifit hamiltonsch, wenn er jeden Gegeben sind ein (Di)Graph G = (V, E') und eine Gewichtsfunktion
Ein Graph (Digraph) heiBt hamiltonsch, wenn er einen hamiltonschen Kreis enthalt. w : B = RTU{+o0}. 0.B.d.A. sei (7 vollstandig, damit auch zusammenhangend.

6. Kiirzeste Wege

Beispiel 314 (Das Kénigsberger Briickenproblem)
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