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4.7.7 Das Ballot-Problem

Bei einer Wahl erhalt Kandidat A a Stimmen, Kandidat B b Stimmen, mit ¢ > b > 0.
Die Stimmzettel werden sequentiell ausgezahlt.

Z3hlproblem: Wie viele Z3hlfolgen gibt es, so dass A nach jedem Schritt in Fiihrung
ist?
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4.7.7 Das Ballot-Problem

Bei einer Wahl erhilt Kandidat A a Stimmen, Kandidat B b Stimmen, mit a > b > 0.
Die Stimmzettel werden sequentiell ausgezahlt.

Zahlproblem: Wie viele Z3hlfolgen gibt es, so dass A nach jedem Schritt in Fiihrung
ist?
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4.7.7 Das Ballot-Problem

Bei einer Wahl erhalt Kandidat A a Stimmen, Kandidat B b Stimmen, mit a > 0 > 0.
Die Stimmzettel werden sequentiell ausgezihlt.

Z3hlproblem: Wie viele Z3hlfolgen gibt es, so dass A nach jedem Schritt in Fithrung
ist?
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Es ist leicht zu sehen, dass die Anzahl der ,guten” Pfade vom Ursprung zum Punkt
T := (a+b,a—b) gleich der Anzahl der , guten® Pfade vom Punkt (1, 1) zum Punkt
1 ist:
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Es ist leicht zu sehen, dass die Anzahl der ,guten" Pfade vom Ursprung zum Punkt

T := (a+b,a — b) gleich der Anzahl der ,,guten” Pfade vom Punkt (1,1) zum Punkt

T ist:

T
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Es ist leicht zu sehen, dass die Anzahl der ,guten” Pfade vom Ursprung zum Punkt
T := (a+b,a—b) gleich der Anzahl der , guten® Pfade vom Punkt (1, 1) zum Punkt
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4.7.7 Das Ballot-Problem 4.7.7 Das Ballot-Problem

Bei einer Wahl erhalt Kandidat A a Stimmen, Kandidat B b Stimmen, mit ¢ > b > 0. Bei einer Wahl erhalt Kandidat A a Stimmen, Kandidat B b Stimmen, mit a > b > 0.
Die Stimmzettel werden sequentiell ausgezahlt. Die Stimmzettel werden sequentiell ausgezahlt.

Z3hlproblem: Wie viele Z3hlfolgen gibt es, so dass A nach jedem Schritt in Fiihrung Z3hlproblem: Wie viele Zahlfolgen gibt es, so dass A nach jedem Schritt in Fithrung
ist? ist?

Wir stellen jede Zahlfolge durch einen Pfad im ganzzahligen Gitter Ny x Z dar, der
vom Punkt (0,0) zum Punkt (a + b,a — b) verlduft und bei dem eine Stimme fiir A
(bzw. fiir B) einer diagonalen Kante um 1 nach rechts und 1 nach oben (bzw. unten)

entspricht.
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Es ist leicht zu sehen, dass die Anzahl der ,guten” Pfade vom Ursprung zum Punkt Es ist leicht zu sehen, dass die Anzahl der ,guten” Pfade vom Ursprung zum Punkt
T :=(a+b,a—b) gleich der Anzahl der , guten” Pfade vom Punkt (1,1) zum Punkt T := (a+b,a—b) gleich der Anzahl der , guten® Pfade vom Punkt (1, 1) zum Punkt
T ist: 1 ist:
T T T T
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Damit ergibt sich

Anzahl der , guten” Pfade von (0,0) zu T =
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Durch Spiegelung des Anfangsegments eines ,,schlechten” Pfades bis zum ersten
Zusammentreffen mit der horizontalen Achse an dieser Achse:

erhalten wir, dass die Anzahl der ,schlechten” Pfade von (1,1) zu T gleich der Anzahl
aller Pfade von (1, —1) zu T ist.
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Durch Spiegelung des Anfangsegments eines ,,schlechten” Pfades bis zum ersten
Zusammentreffen mit der horizontalen Achse an dieser Achse:

erhalten wir, dass die Anzahl der ,schlechten” Pfade von (1, 1) zu T gleich der Anzahl
aller Pfade von (1, —1) zu T ist.
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Durch Spiegelung des Anfangsegments eines ,,schlechten” Pfades bis zum ersten
Zusammentreffen mit der horizontalen Achse an dieser Achse:

erhalten wir, dass die Anzahl der , schlechten” Pfade von (1, 1) zu T gleich der Anzahl
aller Pfade von (1,—1) zu T ist.
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Durch Spiegelung des Anfangsegments eines ,,schlechten” Pfades bis zum ersten
Zusammentreffen mit der horizontalen Achse an dieser Achse:

erhalten wir, dass die Anzahl der ,schlechten” Pfade von (1,1) zu 1" gleich der Anzahl
aller Pfade von (1, —1) zu 1" ist.
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Damit ergibt sich

Anzahl der ,,guten” Pfade von (0,0) zu T =
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Durch Spiegelung des Anfangsegments eines ,,schlechten” Pfades bis zum ersten
Zusammentreffen mit der horizontalen Achse an dieser Achse:
T T
’ s
7’ 4
S N . 7
N ~ ’ ‘\ L’
‘\\ /I A 4
erhalten wir, dass die Anzahl der ,schlechten” Pfade von (1, 1) zu T gleich der Anzahl
aller Pfade von (1, —1) zu T ist.
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Damit ergibt sich

Anzahl der ,,guten" Pfade von (0,0) zu T' =
Anzahl der ,,guten” Pfade von (1,1) zu T =

_fa—1+0b (a—1+4+1)4+(b-1)
(7))
a+b—1 a+b—-1
()0
a—>bfa+b
:a—i-b( a )
Die beiden Binomialkoeffizienten ergeben sich, da wir im ersten Fall a — 1 Schritte

nach rechts oben und b Schritte nach rechts unten haben, im zweiten Fall im Vergleich
dazu jedoch ein Schritt nach rechts unten in einen nach rechts oben verwandelt wird.
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Damit ergibt sich
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Beispiel 195

Sp,=0-a+1-a+2-a+---

Indextransformation: k +— n — k

n

Sn = Z(ﬂ—k)a

k=0
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4.8 Summation und Differenzenoperator
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4.8 Summation und Differenzenoperator

4.8.1 Direkte Methoden

1. Indextransformation:
Sei i > 0, dann gilt:

n k=n k—i=n k=n+i n+i
E ap = E ap = E ap—; = E Af—i = E Qf—;
k=m k=m k—i=m k=m+i k=m+i
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Beispiel (Forts.)

Eine zweite Beweisvariante verwendet ein etwas ungewdhnliches Induktionsverfahren!
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Beispiel (Forts.)
Eine zweite Beweisvariante verwendet ein etwas ungewdhnliches Induktionsverfahren!
Wir zeigen den Induktionsanfang wie oben und dann fiir den Induktionsschluss:

°PH$P_1
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Beispiel (Forts.) Beispiel (Forts.)
Eine zweite Beweisvariante verwendet ein etwas ungewdhnliches Induktionsverfahren! O Sei
Wir zeigen den Induktionsanfang wie oben und dann fiir den Induktionsschluss: 1 ot
©P="r_ b::n_lzai.
i=1
Damit:
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Beispiel (Forts.) 4.8.2 Differenzenoperator
Q Esgilt: Definition 198
2n n 2n Sei f eine Funktion von Z nach C. Der Operator
Hai_(r[a@-) (H ) B fes B(P)
i=1 =1 i=n+1

mit E(f)(x) := f(x + 1) heiBt Translationsoperator.
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4.8.2 Differenzenoperator

Definition 198
Sei f eine Funktion von Z nach C. Der Operator

E:fe E(f)
mit E(f)(z) := f(x + 1) heiBt Translationsoperator. Beispiel 199
A fe= A(f) Sei a € Ny:
mit A(f)(x) :== f(z + 1) — f(z) heiBt (Vorwarts-)Differenzenoperator. EYNf)(r)=(FoFEo---oEYf)(x)= f(x+a)
Ve V() S

mit V(f)(z) := f(z) — f(z — 1) heiBt (Rickwarts-)Differenzenoperator.
Mit I als dem Identitatsoperator, (also I(f) = f) gilt damit

A(f) = (E=I)([)

V() =U-EN)
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Beobachtungen:
Seien P, () Operatoren € {E,1,A,V}, seia € C.

o
(P+Q)(f+9)=P(f)+ P(g) £ (Q(f) + Qg))
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Satz 200
Aus (4) folgt:
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Satz 200
Aus (4) folgt:
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Satz 200

Aus (4) folgt:

Beweis:
Klar. O

Beispiel 201
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4.8.3 Fallende Fakultat

Definition 202

Sei n € N. Dann gilt: ;ﬁ =

Lemma 203
Fiir alle n € Z gilt:
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Beweis:
(Wir zeigen nur 1.)
e n>0:
Lemma 203
Fiir alle n € Z gilt:
(1]
Az =p . gL
o _
Vi =n- 2"t
4.8 und Dif

Diskrete Strukturen Diskrete Strukturen
@©Ernst W. Mayr m (@©Ernst W. Mayr




e me

Beweis:
(Wir zeigen nur 1.)

o n >0: Beweis (Forts.):
Azt = (z +1)% — o2 e n < 0. Setze m ;= —n:

Ar=™ = (x4 1)~ — g=™
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4.8.4 Diskrete Stammfunktion 4.8.4 Diskrete Stammfunktion
Definition 204 Definition 204
Sei f so, dass Af = g. Dann heiBt f eine diskrete Stammfunktion von g. Schreibweise: Sei f so, dass Af = g. Dann heiBt f eine diskrete Stammfunktion von g. Schreibweise:
f=>a =29
Satz 205

Sei f eine diskrete Stammfunktion von g. Dann gilt:

b
S ati) = f(b+ 1)~ f(a)
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4.8.4 Diskrete Stammfunktion

Definition 204

Sei f so, dass Af = g. Dann heiBt f eine diskrete Stammfunktion von g. Schreibweise:

f=xg

Satz 205 Beispiel 206

Sei f eine diskrete Stammfunktion von g. Dann gilt:

b
Zg(i) =flb+1) - f(a)

Tn+1

Y-

fir n # —1.
Beweis:
Wegen Af = g gilt g(i) = f(i+ 1) — f(3), also
b b
Y9l =Y (fi+1) = f(i) = f(b+1) — f(a).
M
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Beispiel 207
Sei
fla) = Yot
Beispiel 208
Esist Aa® = a”T! —a® = (a — 1) -a®.
a®
A _ T
TR
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Beispiel 208
Esist Aa® =a®tl —a® = (a—1)-a”.

a(L‘

e
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Beispiel 209
Was ist 3 k??
k=0
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Beispiel 208

Esist Aa® = a"tl —a® = (a—1) - a®.

bzw.

me
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4.8 Summation und Differenzenoperator

Beispiel 210
Es ist
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2™ =

m
Z Sm,k : xk y
k=0




