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5.8 Transformationsgruppen

Definition 101

Eine Transformationsgruppe ist eine Gruppe von bijektiven Abbildungen einer Menge

U auf sich selbst mit der Komposition o als bindrem Operator:
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Beweis:
Sei G = (5,0,1), g € G. Betrachte die Abbildung
g:S3ar—rgoaes
Aus der Kiirzungsregel und der Existenz eines Inversen folgt, dass g eine bijektive
Abbildung ist.
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Beweis:
Sei G =(S,0,1), g € G. Betrachte die Abbildung

g:S3arrgoaeS

Aus der Kiirzungsregel und der Existenz eines Inversen folgt, dass ¢ eine bijektive
Abbildung ist. . o }

Wir betrachten nun G := (S5, 0,1) mit S = {§: g € G}. Die Abbildung

. S3gmge S

ist ein Gruppenisomorphismus. Fiir i, g € G gilt:

(hog)(a) = (hog)oa=ho(goa) =hogla) = h(i(a)) = (hog)(a)
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Beweis:
Sei G = (S,0,1), g € G. Betrachte die Abbildung

g:S3a—~goaes

Aus der Kiirzungsregel und der Existenz eines Inversen folgt, dass § eine bijektive
Abbildung ist. : : :
Wir betrachten nun G := (S, 0,1) mit S = {g; g € G}. Die Abbildung

. S3g—>g€es
ist ein Gruppenisomorphismus. Fiir i, g € G gilt:

(hog)(a)=(hog)oa=ho(goa)=hog(a)=h(j(a)) = (hog)(a)
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5.9 Permutationsgruppen

Definition 103

Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung einer endlichen Menge auf sich selbst;
0.B.d. A sei dies die Menge U :={1,2,...,n}.

Sy (Symmetrische Gruppe fiir n Elemente) bezeichnet die Menge aller Permutationen
auf {1,2....,n}.
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Seia € {1,2,3,...,n}. Betrachte die Folge Satz 104
a=1%a), 7'(a), m(a), 7(a), ... Seim = (ao ar as ... an_l) eine zyklische Permutation von {1,2,... ,n}, also
Aus dem Schubfachprinzip und der Kiirzungsregel folgt, dass es ein minimales r = r(a) T i 7 A1) mod n
. . oy N
mit 7 < n gibt, so dass 7" (a) = a. Damit bildet Dann gilt:
(az (a) 7l(a) 7(a) 7(a) ... Tl'T_l(a))
einen Zyklus der Permutation 7 € S,,.
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Satz 104 Seia € {1,2,3,...,n}. Betrachte die Folge
Seim = (ag a1 as ... an_l) eine zyklische Permutation von {1,2,...,n}, also 0= 7ro(a) 7r1((1) 7r2((1) 7r3(a)
T @i G(it1) modn Aus dem Schubfachprinzip und der Kiirzungsregel folgt, dass es ein minimales r = r(a)
. ) o NN
Dann gilt: mit 7 < n gibt, so dass 7" (a) = a. Damit bildet
ke, —
Q () = ik modn (a: 7°(a) m'(a) 7%(a) T(a) ... ‘n'r_l(a))

@ 7 hat die Ordnung n.
einen Zyklus der Permutation w € S,,.

Beweis|: Umgekehrt liefert

@ Leicht durch Induktion zu zeigen. . Klische P ion der Zah
tat
@ Aus 1. folgt: 7" = 79 = id. Wire ord ™ = m < n, dann hitte der Zyklus die Form eine zykiische Fermutation der £ahien

(ao ai az ... am_l) und a,,, wire gleich ag, was einen Widerspruch zur {a ’JTl(G,) 7T2(a) 7r3(a) 7rr—l(a)} C{1,2,....n}.

Voraussetzung darstellt.
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(@ 7'(a) 7(a) 7*(a) ... 7 (a))
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Satz 105
Jede Permutation aus S,, kann als Komposition (von endlich vielen) disjunkten Zyklen
dargestellt werden.
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Bemerkung:
Disjunkte Zyklen kénnen vertauscht werden.
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Beispiel 106
7=(142)(35)6)

Cs

In diesem Beispiel ist (6) ein Fixpunkt und (3 5) eine Transposition (eine Permutation,
die nur 2 Elemente vertauscht und alle anderen auf sich selbst abbildet).
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6. Boolesche Algebren

6.1 Definitionen

Eine Boolesche Algebra ist eine Algebra
(S: B, X, ~, 07 1)’

@, ® sind bindre, ~ ist ein unarer Operator, 0 und 1 sind Konstanten. Es gilt:

©® @ und @ sind assoziativ und kommutativ.
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Bemerkung:

Eine boolesche Algebra ist keine Gruppe, weder beziiglich & (b & ~ b= 1) noch
beziiglich ®.
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Satz 109 (Eigenschaften Boolescher Algebren)

© Idempotenz:
(Vb e S)[b@b:b A beb=b
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George Boole (1815-1864)

George Boole
lived from 1815 to 1864

Boole approached logic in a new way reducing it to a simple algebra, incorporating logic into
mathematics. He also worked on differential equations, the calculus of finite differences and general
methods in probability.
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Satz 109 (Forts.)

O eindeutiges Komplement:
(Vhyce S)|bde=1 Ab®c=0 < ¢c =~b
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Wir zeigen zunachst die Teilbehauptung 7:

Augustus de Morgan (1806-1871)
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6. Boolesche Algebren Wir zeigen zunachst die Teilbehauptung 7:
6.1 Definitionen
Eine Boolesche Algebra ist eine Algebra

Beweis:
(S, &, ®,~,0,1), Mit 6 = 0 folgt aus den Eigenschaften 2 und 3 Boolescher Algebren sofort
@, ® sind bindre, ~ ist ein unirer Operator, 0 und 1 sind Konstanten. Es gilt: ~0=1
@ & und ® sind assoziativ und kommutativ. ’
o &
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Folgende Hilfsbehauptung ist sehr niitzlich: Folgende Hilfsbehauptung ist sehr niitzlich:
l1=1p(0@l)=100)@(lel)=1@(1al)=1a1. l1=1¢0@l)=1a0)e(lel)=1(1lal)=131.
Beweis:
[Es werden nur Teile des Satzes bewiesen.]
o

bpb=(1@ba(leb)=(1el)@b=1@b=0b
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Beobachtung: Beobachtung:
Die Eigenschaften treten in Paaren auf, die durch Vertauschen von @& und ® und von 0 Die Eigenschaften treten in Paaren auf, die durch Vertauschen von @& und ® und von 0
und 1 ineinander iibergehen. Solche Eigenschaften heiBen dual zueinander. und 1 ineinander {ibergehen. Solche Eigenschaften heiBen dual zueinander.

Da die Axiome unter Dualitdt abgeschlossen sind, folgt:

Das Duale eines Satzes ist wieder ein Satz.

Diskrete Strukturen Diskrete| Strukturen
m ©Ernst W. Mayr m (@©Ernst W. Mayr




[=RCN

e

Satz 111
Durch < ist auf A eine partielle Ordnung definiert, d. h. eine reflexive,
antisymmetrische und transitive Relation.
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6.2 Atome

Definition 112
Ein Element a € S, a # 0 heiBt ein Atom, i.Z. atom(a), falls

(VbeS\{O})[bga = b=al.
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Satz 111
Durch < ist auf A eine partielle Ordnung definiert, d. h. eine reflexive,
antisymmetrische und transitive Relation.

Beweis:
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6.2 Atome

Definition 112
Ein Element @ € S, a # 0 heiBt ein Atom, i. Z. atom(a), falls

(VbeS\{o})[bga = b=al.

Satz 113
Es gilt:
@ atom(a) = (VbeS) [a@b=a V a®b=10]
@ atom(a) Aatom(b) Aa#b = a®b=0
@ Falls gilt: (Va € S)[atom(a) = a®b=0], dann b= 0.
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Beweis:
[Wir zeigen nur die erste Teilbehauptung] Satz 114 (Darstellungssatz)
@ Sei a ein Atom. Nach Voraussetzung gilt (mit a ® b statt b): Jedes Element x einer endlichen Booleschen Algebra (S, @, ®,~,0,1) ldsst sich in
eindeutiger Weise als &-Summe von Atomen schreiben:
a®b#0 = (e®b<a = a®b=a)
= @ e
aes
atom(a)
a@x#0
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Beweis: Beweis:
Es gilt: Es gilt:
r® @ aD;G‘ 69 ($®a)5atz=113 @ a r® @ G,D;G‘ @ (x®a)Satz=113 @ a
aEsS a€s aces aes a€S acsS
atom(a) atom(a) atom(a) atom(a) atom(a) atom(a)
a®x#0 a®z#0 a®x#0 a®@z#0 a®x#0 a®z#0
Setze
Y= @ a.
acs
atom(a)
a@z#0
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Beweis (Forts.):

Wir haben gezeigt:

Ebenso gilt:
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TR@Y=1y

r®(~y)=0 (Ubungsaufgabel!)

e

Beweis (Forts.):

Zur Eindeutigkeit: Sei (Widerspruchsannahme)

wobei 51,52 C S, S; # Sa zwei verschiedene Teilmengen von Atomen aus S sind.
0O.B.d.A. gelte S NSy = B — wenn nicht, dann bilde die Schnittmenge mit

(51152)).
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aeSy a€Sy

6.2 Atome
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Beweis (Forts.):
Zur Eindeutigkeit: Sei (Widerspruchsannahme)

0#£r= @a: @ a,
aESy a€Sa

wobei 51,55 C S, 51 # 5o zwei verschiedene Teilmengen von Atomen aus S sind.

Diskrete Strukturen

(@©Ernst W. Mayr

e

Beweis (Forts.):

Dann gilt:
xT = x®m—(@a)®(@a)
a€Sy a€Sy
S YT
acsSt  =q
a'€Ss
Satz113(2)
S @ oo
a€St
a'esy
was ein Widerspruch zur Annahme ist. O
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Korollar 115
Jede endliche Boolesche Algebra mit n Atomen enthalt genau 2" Elemente.

(RN
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Korollar 115
Jede endliche Boolesche Algebra mit n Atomen enthalt genau 2" Elemente.

Korollar 116
Jede endliche Boolesche Algebra A = (S,®, ®,~,0,1) mit n Atomen ist isomorph zur
Potenzmengenalgebra

P, = (2 un 0, {1, n))

Beweis:
Seien ay,...,a, die Atome von A. Definiere die Abbildung
h:§s@air I ettt
i€l
Diese Abbildung ist ein Isomorphismus (leicht nachzurechnen). O
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Korollar 115

Jede endliche Boolesche Algebra mit n Atomen enthalt genau 2" Elemente.

Korollar 116

Jede endliche Boolesche Algebra A = (S,®, ®,~,0,1) mit n Atomen ist isomorph zur
Potenzmengenalgebra

Pn = (2{1’“\#}7 U7 ﬁai 07 {17 cee 71.})
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