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Formalismen der Aussagenlogik

e Die Aussagenlogik (wie jede Logik) bildet eine formale Sprache.
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Formalismen der Aussagenlogik

o Die Aussagenlogik (wie jede Logik) bildet eine formale Sprache.
@ Eine formale Sprache wird durch ihre Syntax und ihre Semantik definiert.
@ Die Syntax der Sprache legt durch Regeln fest, welche Zeichenketten
wohlgeformte Ausdriicke sind.
Die wohlgeformten Ausdriicke einer Logik heiBen Formeln.
o |Die Semantik legt die Bedeutung der Ausdriicke fest.
Eine formale Semantik ordnet jedem (wohlgeformten) Ausdruck ein
mathematisches Objekt zu, welches die Bedeutung des Ausdrucks darstellt.
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Syntax

@ Eine formale Syntax besteht aus einem Vokabular und einer Menge von
Formationsregeln /Bildungsgesetzen.
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Beispiele fiir aussagenlogische Formeln

o Beispiele fiir aussagenlogische Formeln sind:
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Syntax fiir die Aussagenlogik (ohne Quantoren)

@ true und false sind Formeln (alternativ: 1/0, wahr/falsch, ...);
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Semantik der Aussagenlogik

o Eine Belegung (,.eine Welt") ist eine Funktion von einer Menge von
Aussagenvariablen in die Menge {0.1} der Wahrheitswerte.
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Wahrheitstabellen Wahrheitstabellen
Damit ergibt sich Damit ergibt sich
o Die Formel —p ergibt genau dann wahr wenn p mit 0/false belegt wird. @ Die Formel —p ergibt genau dann wahr wenn p mit 0/false belegt wird.

@ Die Formel p = g ist genau dann false, wenn p gleich 1/true und ¢ gleich 0/false
ist.

o Wir sagen, dass eine Belegung eine Formel erfiillt, falls unter der Belegung der
resultierende Wahrheitswert der Formel gleich 1/true ist.

Q) !I
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Allgemeingiiltige Aussagen Allgemeingiiltige Aussagen
Definition 19 Definition 19
o Eine (aussagenlogische) Formel p heiBt allgemeingiiltig (oder auch eine o Eine (aussagenlogische) Formel p heiBt allgemeingiiltig (oder auch eine
Tautologie), falls p unter jeder Belegung wahr ist. Tautologie), falls p unter jeder Belegung wahr ist.

o Eine (aussagenlogische) Formel p heiBt erfiillbar, falls es (mindestens) eine
| Belelgung gibt, unter der p wahr ist.

Damit folgt:
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Boolesche Funktionen

Sei B die Menge {0,1} der booleschen Werte.
Jede n-stellige boolesche Funktion bildet jede Kombinationen der Werte der n
EingangsgroBen jeweils auf einen Funktionswert aus {0, 1} ab.

Definition 20

@ Unter dem Erfiillbarkeitsproblem (SAT) verstehen wir die Aufgabe, festzustellen,
ob eine gegebene (aussagenlogische) Formel erfiillbar ist.

Ot W Mr 1) | [
ma - me -
Boolesche Funktionen mit einem Argument Wir betrachten nun die Menge aller zweistelligen booleschen Funktionen.
(Unére und) binare Verkniipfungen boolescher Werte:
= n #
a n
Nach der obigen Formel gibt es 92" — 4 boolesche Funktionen mit einem Argument: n 0
Vo= = = A d # r
f1: nfalsch“-Funktion terlt bttt f ST
hlfalts|fa . wahr"Funktion R A A A A
fai
01|01 o Tdentitat Fotlt t f f ot t f F ot t f f t &t f f
0] 1]1 fa: Negation f f{t f t f t f t f t f t f t f t f

]
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Normalformen boolescher Funktionen

Jeder boolesche Ausdruck kann durch (3quivalente) Umformungen in gewisse
Normalformen gebracht werden!

Disjunktive Normalform (DNF) und Vollkonjunktion:
Eine Vollkonjunktion ist ein boolescher Ausdruck,

@ in dem alle Variablen einmal vorkommen (jeweils als negiertes oder nicht
negiertes Literal),
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Ableitung der disjunktiven Normalform aus einer Wertetabelle

o jede Zeile der Wertetabelle entspricht einer Vollkonjunktion

@ Terme mit Funktionswert ,,0* tragen nicht zum Funktionsergebnis bei (,oder” von
0)
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ma
Normalformen boolescher Funktionen

Jeder boolesche Ausdruck kann durch (aquivalente) Umformungen in gewisse
Normalformen gebracht werden!

Disjunktive Normalform (DNF) und Vollkonjunktion:
Eine Vollkonjunktion ist ein boolescher Ausdruck,

@ in dem alle Variablen einmal vorkommen (jeweils als negiertes oder nicht
negiertes Literal),
o alle Literale durch Konjunktionen A (,,und") verbunden sind.

Die disjunktive (,oder", V) Verbindung von Vollkonjunktionen nennt man disjunktive
Normalform (DNF). Statt —a schreiben wir hier (auch, der Kiirze halber) @.

fla,b.c)=(aAbAT)V(@ADAT)V...V(@ADAC)
N e e, ! N e’
Vollkonjunkti Vollkonjunktic Vollkonjunktion

disjunktive Verkniipfung der Vollkonjunktionen
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Ableitung der disjunktiven Normalform aus einer Wertetabelle

o jede Zeile der Wertetabelle entspricht einer Vollkonjunktion

@ Terme mit Funktionswert ,,0" tragen nicht zum Funktionsergebnfl bei (,oder" von
0)

k=K =]
= ol o
oo
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Konjunktive Normalform (KNF/CNF) und Volldisjunktion Konjunktive Normalform (KNF/CNF) und Volldisjunktion

Eine Volldisjunktion ist ein boolescher Ausdruck, Eine Volldisjunktion ist ein boolescher Ausdruck,
@ in dem alle Variablen einmal vorkommen (in Form eines negierten oder nicht o in dem alle Variablen einmal vorkommen (in Form eines negierten oder nicht
negierten Literals), negierten Literals),

o alle Literale durch Disjunktionen V (,oder") verbunden sind.

| Die konjunktive (,,und") Verbindung von Volldisjunktionen nennt man konjunktive
Normalform, kurz KNF (engl.: CNF).

fla,b.c)=(aVbVEIA(@VDOVEIA...A(@VDHVc)
\ﬁ,_/ N’ N, e’

ion \ isji ion Volidisjunktion

konjunktive Verkniipfung der Volldisjunktionen
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Ableitung der konjunktiven Normalform Ableit#ng der konjunktiven Normalform

o jede Zeile der Wertetabelle entspricht einer Volldisjunktion o jede Zeile der Wertetabelle entspricht einer Volldisjunktion

@ Terme mit Funktionswert ,1" tragen nicht zum Funktionsergebnis bei (,und” mit

1)

[l =1 =]
= ol O

= Ol O
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Ableit#ng der konjunktiven Normalform

o jede Zeile der Wertetabelle entspricht einer Volldisjunktion
e Terme mit Funktionswert ,, 1" tragen nicht zum Funktionsergebnis bei (,,und" mit

1)

@ bilde Volldisjunktionen fiir Zeilen mit Funktionswert
20" — Zeilen 1 und 3 (,,1" in Tabelle = Negation

_ der Variablen)

0 0 o keine solche Zeile: f(a,b) =1
Hisnohier 1 1 .
o Zeilel:avVvb
0 0 )
1 1 e Zeile3:aVvh
e konjunktive Verkniipfung der Volldisjunktionen:
fla,b)y=(aVvb)A(aVb)
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Vergleich von DNF und KNF: ,
De Morgan'sche Regeln

Durch Auswerten der Wahrheitswertetabelle stellen wir fest, dass

(PVa)=pATq

DNF KNF
wihle Zeilen mit Funktionswert 1 0 ol ltie et
Negation der ,0" Negation der ,,1* allgememgultlg Ist;
Eintrige Eintriage

Bildung der Teil-Terme Verkniipfung der Verkniipfung der

Literale mit ,,und” | Literale mit , oder"
Verkniipfung der Teil-Terme mit ,oder" mit ,und”
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Modus Ponens

Wichtige Bemerkung:
Durch Auswerten der Wahrheitstabelle stellen wir ebenfalls fest, dass

Ist eine boolesche Formel F(xy,...,2,) mit den Variablen x1, ..., x, allgemeingiiltig,
(p=qhp) =q und sind Fi, ... F), boolesche Formeln (mit den Variablen 1. ....x;), dann ist auch
allgemeingiiltig ist. F(Fy, ..., F)

allgemeingiiltig (mit den Variablen zq,...,z,).
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Quantoren Quantoren
Sei F'(p,q,...) eine boolesche Formel mit den Variablen p, ¢, .... Manchmal (oder Sei F(p,q,...) eine boolesche Formel mit den Variablen p, ¢, .... Manchmal (oder
auch &fters) wollen wir (aus F' abgeleitete) Eigenschaften G ausdriicken, die aussagen, auch o&fters) wollen wir (aus F' abgeleitete) Eigenschaften G ausdriicken, die aussagen,
dass dass

@ es eine Belegung fiir p gibt, so dass dann die resultierende Formel gilt, also

Glg,...)

@ es eine Belegung fiir p gibt, so dass dann die resultierende Formel gilt, also

F(0.q,..)VF(Lg....); G(q,...)=F(0]q,...)V F(lL.q,...);

@ fiir jede Belegung von p dann die resultierende Formel gilt, also

H(q,...)=F(0,q,...)0ANF(l,q,...);
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Pradikatenlogik

Oft wollen wir Eigenschaften betrachten, die Elemente iiber einem anderen Universum
als dem der booleschen Werte B betreffen.
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Beispiel 22

Sei das Universum die Menge N\ {1}, sei P(n) das Pradikat ,n € N\ {1} ist prim",
und sei ,, <"das Pradikat , kleiner als" (geschrieben in Infix-Notation), dann bedeutet

o (VneN\{1}dpe N\ {1}H[P(p) A (p > n)]
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Pradikatenlogik

Oft wollen wir Eigenschaften betrachten, die Elemente iiber einem anderen Universum

als dem der booleschen Werte B betreffen.

Sei U ein solches Universum.
Definition 21

o Ein Pradikat P iiber U ist eine Teilmenge von U", fiir ein geeignetes n € Ny.
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Bemerkungen:

@ Die Bedeutung von = (und damit 2) ist klar. = wird oft, vor allem in Beweisen,
auch als

=4

geschrieben (im Englischen: iff, if and only if).
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Bemerkungen:

-~
B C:\WINDOWS!system32\cmd. exe

fttt started!
hen finished with Tecture,
Press any key to continue . . .

N o wird oft, vor allem in Beweisen,

> B falsch genau dann wenn A =t

Wichtige Beobachtung:

Gilt also (oder beweisen wir korrekt) A = f (also: ,,aus der Bedingung/Annahme A
folgt ein Widerspruch"), so ist A falsch!

Diskrete Strukturen
@©Ernst W. Mayr

4.5 Boolesche Ausdriicke und Funktionen, Logiken




