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2.2 Die Normalverteilung als Grenzwert der
Binomialverteilung

Satz 74 (Grenzwertsatz von de Moivre)

X1i,...,X,, seien unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit gleicher Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt fiir die
Zufallsvariable H,, mit

H,=X1+...+ X,

flir n > 1, dass die Verteilung der Zufallsvariablen

N H, —np
H = _on F
np(1—p)

flir n — oo gegen die Standardnormalverteilung konvergiert.

Der Satz wird spater als Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes
bewiesen. (Satz 81 und Korollar 82).

Beispiel 76

25.05.2012, ZDF: Die Umfragen zu diesem Politbarometer
wurden wie immer von der Mannheimer Forschungsgruppe Wahlen
durchgefiihrt. Die Interviews wurden in der Zeit vom 22. bis 24.
Mai 2012 bei 1312 zufillig ausgewahlten Wahlberechtigten
telefonisch erhoben. Die Befragung ist reprasentativ fiir die
wahlberechtigte Bevolkerung in Deutschland. Der Fehlerbereich
betrdgt bei einem Parteianteil von 40 Prozent rund + /- drei
Prozentpunkte und bei einem Parteianteil von zehn Prozent rund
+ /- zwei Prozentpunkte. Daten zur politischen Stimmung:
CDU/CSU: 38 Prozent, SPD: 34 Prozent, FDP: zwei Prozent,
Linke: vier Prozent, Griine: 14 Prozent, Piraten: sechs Prozent.

Wie werden diese Fehlerbereiche berechnet?

Die folgende Aussage ist eine Konsequenz von Satz 74:

Korollar 75

Sei H,, ~ Bin(n,p) eine binomialverteilte Zufallsvariable. Die
Verteilung von H,, /n konvergiert gegen N (p,p(1 — p)/n) fiir
n— o0.




[FREN

- E—— ®

2.2 Die Normalverteilung als Grenzwert der
Binomialverteilung

Satz 74 (Grenzwertsatz von de Moivre)

X1,...,X,, seien unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit gleicher Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt fiir die
Zufallsvariable H,, mit

H,=X1+...+ X,

flir n > 1, dass die Verteilung der Zufallsvariablen
H —
Hf = P
np(1—p)
flir n — oo gegen die Standardnormalverteilung konvergiert.

Der Satz wird spater als Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes
bewiesen. (Satz 81 und Korollar 82).
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2.2 Die Normalverteilung als Grenzwert der
Binomialverteilung

Satz 74 (Grenzwertsatz von de Moivre)

X1i,...,X,, seien unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit gleicher Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt fiir die
Zufallsvariable H,, mit

H,=X1+...+ X,

flir n > 1, dass die Verteilung der Zufallsvariablen

HY = H, —np
np(1—p)

flir n — oo gegen die Standardnormalverteilung konvergiert.

Der Satz wird spater als Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes
bewiesen. (Satz 81 und Korollar 82).

Beispiel 76

25.05.2012, ZDF: Die Umfragen zu diesem Politbarometer
wurden wie immer von der Mannheimer Forschungsgruppe Wahlen
durchgefiihrt. Die Interviews wurden in der Zeit vom 22. bis 24,
Mai 2012 bei 1312 zufillig ausgewahlten Wahlberechtigten
telefonisch erhoben. Die Befragung ist reprasentativ fiir die
wahlberechtigte Bevolkerung in Deutschland. Der Fehlerbereich
betrdgt bei einem Parteianteil von 40 Prozent rund + /- drei
Prozentpunkte und bei einem Parteianteil von zehn Prozent rund
+ /- zwei Prozentpunkte. Daten zur politischen Stimmung:
CDU/CSU: 38 Prozent, SPD: 34 Prozent, FDP: zwei Prozent,
Linke: vier Prozent, Griine: 14 Prozent, Piraten: sechs Prozent.

Wie werden diese Fehlerbereiche berechnet?
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Beispiel 76 (Forts.)

In diesen Studien wird normalerweise mit einer Konfidenz von 95%
gearbeitet. Sei p die W'keit, dass eine zufillig ausgewdhlte Person
angibt, CDU/CSU wahlen zu wollen. Zu berechnen ist die Zahl §,
fiir die die W'keit, dass bei 1312 Befragten das Ergebnis der
CDU/CSU im Intervall [p — 4, p + &] liegt, 0.95 betragt. Es ist
bekannt, dass p < 0.4.

Dazu modellieren wir die Befragung durch folgendes n-stufiges
Experiment (n = 1312). Eine Urne enthilt weisse und schwarze
Bille. In jeder Stufe wird ein zufilliger Ball aus der Urne extrahiert
und zuriick in die Urne gestellt. Sei p die W’keit, dass der Ball
schwarz ist. Fiir 1 <4 < n sei X; die Bernoulli-verteilte Variable,
die angibt, ob der i-te Ball schwarz ist. Die X;'s sind damit
unabhingig und identisch verteilt. Fiir groBes n ldsst sich die
Verteilung der Variable H; durch die Standardnormalverteilung
approximieren. Wir nehmen also an, dass H ~ N(0,1) gilt.

RN

Beispiel 76 (Forts.)

Es gilt Pr[—2 < AN(0,1) < 2] = 0.9554
(kann z.B. aus Tabellen entnommen werden).

Wir haben

0.95
Pr[—2 < H < 2]

= Pr[np —2y/np(1 —p) < H, < np+2/np(1 —p)]

I

Pp) < Ha < pto

n

= Pr {p -2 p(lp)}

Damit gilt: bei n befragten und 95% Konfidenz wird eine

Fehlertoleranz von ca. 24/ p(l—n_p) erreicht.
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Beispiel 76 (Forts.)
Da p(1 —p) < 1/4 fir alle 0 < p < 1 erhalten wir

1 _H 1
().95%Pr[—2<H§<2}<Pr[p_\/i<_”<p+\/j]
n n n

Damit gilt § < ﬁ fiir alle p. In anderen Worten:

unabhangig vom Wert von p wird bei n befragten und

95% Konfidenz eine Fehlertoleranz von ca. ﬁ erreicht.

L_ ~0.0276

Bei n = 1312 erhalten wir eine Fehlertoleranz von 753

oder 2,8 Prozentpunkte fiir alle p.

Firp<04: 2 % ~ 0.0271 oder 2,7 Prozentpunkte.

Firp <0.1: 2 %ﬁ% ~~ 0.0166 oder 1,7 Prozentpunkte.

O &

< B -
N P(r-8s 2 < prd)=om
Beispiel 76 (Forts.) / =

Es gilt@—Q < N(0,1) < 2] ~ 0.9554] A o'ep
(kann z.B. aus Tabellen entnommen werden). '
Wir hab H v oV
ir haben w~h
IR r h! 0's
0.95/ (gl L
~ Pr[-2< H} <2] < -1

= Prlnp—2/np(l —p) < H, <np+2y/np(l — p)|

= Pr |:p_ 9 P(IR_LU) < % <p+2 p(ln_iu)}
N
é

Damit gilt: bei n befragten und 95% Konfidenz wird eine

Fehlertoleranz von ca. 24/ p(l—n_p) erreicht.




[FREN

- E—— ®

Beispiel 76 (Forts.)
Da p(1 —p) < 1/4 fir alle 0 < p < 1 erhalten wir

1 _H 1
0.95 ~ Pr[—2 < H}; < 2] < Pr [p_\ﬁ< ncpy \ﬁ]
n n n

Damit gilt § < ﬁ fiir alle p. In anderen Worten:

unabhangig vom Wert von p wird bei n befragten und

95% Konfidenz eine Fehlertoleranz von ca. ﬁ erreicht.

L_ ~0.0276

Bei n = 1312 erhalten wir eine Fehlertoleranz von 753

oder 2,8 Prozentpunkte fiir alle p.

RN

Beispiel 76 (Forts.)
Da p(1 —p) < 1/4 fir alle 0 < p < 1 erhalten wir

0.95 ~ Pr[-2 < H} < 2] < Pr

Damit gilt 6 < ﬁ fiir alle p. In anderen Worten:

unabhidngig vom Wert von p wird bei n befragten und

95% Konfidenz eine Fehlertoleranz von ca. ﬁ erreicht.

Bei n = 1312 erhalten wir eine Fehlertoleranz von

V1312
oder 2,8 Prozentpunkte fiir alle p.

1 H, 1
Py < <p+y/=
mn n mn

L ~0.0276

Firp<04: 2 % ~ 0.0271 oder 2,7 Prozentpunkte. Firp <0.4: 2 % =~ 0.0271 oder 2,7 Prozentpunkte.
Firp <0.1: 2 ?:ﬁ% ~= 0.0166 oder 1,7 Prozentpunkte. Firp <0.1: 2 ?:ﬁg = (0.0166 oder 1,7 Prozentpunkte.
O & ®, ™
| : Pe(-gs e pd)eow
. " -
Beispiel 76 Beispiel 76 (Forts.) / =
Es gilt [Pr[—2 < A(0,1) < 2] ~ 0.9554/ A o'
25.05.2012, ZDF: Die Umfragen zu diesem Politbarometer g = ) =A™ J
wurden wie immer von der Mannheimer Forschungsgruppe Wahlen (kann z.B. aus Tabellen entnommen werden). 1 OrU'
durchgefiihrt. Die Interviews wurden in der Zeit vom 22. bis 24. Wir haben ’ H-hp (
Mai 2012 bei 1312 zufillig ausgewshlten Wahlberechtigten 0,95/ Ha' 2 r__' 3 0%
telefonisch erhoben. Die Befragung ist reprasentativ fiir die : npl-p) t
~ Pr[-2< H <2 g A- 1o
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wahlberechtigte Bevdlkerung in Deutschland. Der Fehlerbereich
betrdgt bei einem Parteianteil von 40 Prozent rund +/- drei
Prozentpunkte und bei einem Parteianteil von zehn Prozent rund
+ /- zwei Prozentpunkte. Daten zur politischen Stimmung:
CDU/CSU: 38 Prozent, SPD: 34 Prozent, FDP: zwei Prozent,
Linke: vier Prozent, Griine: 14 Prozent, Piraten: sechs Prozent.

Wie werden diese Fehlerbereiche berechnet?

= Prlnp—2/np(l —p) < H, <np+2y/np(l — p)|

VAN

mn

p(l—p) Hy,
— < =r<p+2

= Pr {p—2
s

Damit gilt: bei n befragten und 95% Konfidenz wi)rd eine
e A
V.

~ erreicht.

p(l—p)}

Fehlertoleranz von ca. 2
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Beispiel 76 (Forts.)
Da p(1 —p) < 1/4 fir alle 0 < p < 1 erhalten wir

1 _H 1
0.95 ~ Pr[-2 < H} < 2] < Pr [p_\ﬁ< L2 \ﬁ]
n n n

Damit gilt § < ﬁ fiir alle p. In anderen Worten:

unabhangig vom Wert von p wird bei n befragten und

95% Konfidenz eine Fehlertoleranz von ca. ﬁ erreicht.

L_ ~0.0276

Bei n = 1312 erhalten wir eine Fehlertoleranz von 753

oder 2,8 Prozentpunkte fiir alle p.

Firp<04: 2 % ~ 0.0271 oder 2,7 Prozentpunkte.

Firp <0.1: 2 %ﬁ% ~~ 0.0166 oder 1,7 Prozentpunkte.

m e

Etwas formaler ausgedriickt gilt: Die Folge der zu Z,, gehorenden
Verteilungsfunktionen F}, hat die Eigenschaft

lim F,(x) = ®(z) fir alle z € R.

n—0o0

Wir sagen dazu auch: Die Verteilung von Z,, konvergiert gegen die
Standardnormalverteilung fiir n — co.
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Beispiel 77

New Scientist Physics & Math, 09.02.2012: The Higgs boson
is the missing piece of the standard model of physics, the leading
theory for how particles and forces interact . ..In December, the
LHC's two main particle detectors, CMS and ATLAS, each reported
excesses of events, such as the appearance of a pair of photons in
the shrapnel from particle collisions. These excess events could be
due to a Higgs with a mass of around 125 gigaelectron volts ... By
convention, researchers only declare a discovery when an anomaly
reaches a statistical significance known as 5 sigma, which means
there is less than a 1-in-a-million chance it is just a fluke. The size
of the anomalies reported by the two detectors in seminar in
December was 1.9 sigma for CMS and 2.5 sigma for ATLAS, which
indicate a probability of a fluke of roughly 1 per cent.

Wieso bedeutet 5 sigma, dass die W'keit eines Zufallstreffers unter
1076 liegt?

Beispiel 76 (Forts.)
Da p(1 —p) < 1/4 fir alle 0 < p < 1 erhalten wir

1 H 1
095~ Pr[-2 < H; <2] <Pr [p_\/i<_”<p+\/i]
no-on n

Damit gilt 6 < ﬁ fiir alle p. In anderen Worten:

unabhidngig vom Wert von p wird bei n befragten und

95% Konfidenz eine Fehlertoleranz von ca. ﬁ erreicht.

L ~0.0276

Bei n = 1312 erhalten wir eine Fehlertoleranz von WiETD)

oder 2,8 Prozentpunkte fiir alle p.

Fiir p < 0.4: 2 % ~ 0.0271 oder 2,7 Prozentpunkte.

Firp <0.1: 2 0;0‘; = 0.0166 oder 1,7 Prozentpunkte.

131
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Beispiel 77 Tt T)

New Scientist Physics & Math, 09.02.2012: The Higgs boson
is the missing piece of the standard model of physics, the leading
theory for how particles and forces interact . ..In December, the
LHC's two main particle detectors, CMS and ATLAS, each reported
excesses of events, such as the appearance of a pair of photons in
the shrapnel from particle collisions. These excess events could be
due to a Higgs with a mass of around 125 gigaelectron volts ... By
convention, researchers only declare a discovery when an anomaly
reaches a statistical significance known as 5 sigma, which means
there is less than a l-in-a-million chance it is just a fluke. The size
of the anomalies reported by the two detectors in seminar in
December was 1.9 sigma for CMS and 2.5 sigma for ATLAS, which
indicate a probability of a fluke of roughly 1 per cent.

Wieso bedeutet 5 sigma, dass die W'keit eines Zufallstreffers unter
1076 liegt?
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2.3 Summe von Normalverteilungen

Satz 78 (Additivitat der Normalverteilung)

Seien X1, ..., X, unabhiangige Zufallsvariablen mit

Xi ~N(ui,o?) (1 <i<n). Es gilt: Die Zufallsvariable
Z = X1+ ... +a, X,

ist normalverteilt mit Erwartungswert y = a1 + ... + apfiy und

Varianz 0? = a30} + ...+ a202.

Beweis:

Wir beweisen zunichst den Fall n = 2 und a; = as = 1. Nach
Satz 68 gilt fir Z := X; + X5, dass

fz(z) = [x Ix, (2 —y) - [x.(y) dy
1

_ /w“ 1 (—y—m)
27rcrlag,,m‘p 2 U%

2
+ (y 52) ) ) dy.
T3
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Beweis (Forts.):
1
Wir setzen
pooi= p + pe vy = (z—p)/o
o? = 0?40} v = v — v}
Damit ergibt sich unmittelbar
L2 (z—y— ﬂl)z (y — M2)2 (2 — — ,uz)Q
vy = 3 + 5 — 5 .
g} o5 01 + o5
woraus wir

. yaf - ,u,gaf + yr}é - zaj + ;1105
ag10920

()

ermitteln.

df* -

e Lm0

PDF Annotator fox]

15:14

14062012 ||




(RN

Beispiel (Forts.)

My (t) = E[e!Y]

Daraus ergibt sich fiir Y ~ N'(j1,0%) wegen Y&

— ott . E[e(ta)- =

= ¢ My(to)
_ otut(to)2/2

~ N(0,1)

Y—p

]

m e

W I —

Beispiel (Forts.)

Daraus ergibt sich fiir Y ~ N (u, 0%) wegen Y= ~ N(0,1)

My (t) = E[¢""]
— ol E[(J(tff’)'y;"L
e - My (to)
— e.’.y,«l»(.',o /2.
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Weiterer Beweis von Satz 78:
Beweis:

GemaB dem vorhergehenden Beispiel gilt
M, (t) = et#itlio)
Wegen der Unabhangigkeit der X; folgt

My(t)

n
= H ]'l’fXT ((I;t)
i=1
n
_ H e(zml,,rz.i+(f)r1[(f-a.)2/2
i=1

2 /¢
_ 6L;J.+(n',rr) /2.~

mit g =ayu; +---

2 2 2
+ anpin und 0° = ajoy + - --

2/2.

n

ZE[et(a1X1+w+a-an)} _ HE[C((LJ)XT-]

i=1

2.2
+ AnOn- U

S (]

o X 45

Beispiel (Forts.) /
Daraus ergibt sich furiY N(u, a‘z)lwege. N(0,1)

LM' (t) =
YT_Fm E[eto —-‘—’) é_‘
el AIN(fJ)&

— 6.’.;1,4»9,\0 /2‘
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Beweis:

Beweis (Forts.): [des Zentralen Grenzwertsatzes| Wir betrachten X := (X; — p)/o
Damit folgt fiir die gesuchte Dichte firi=1,...,n mit E[X]] = U und Var[X ] = 1. Damit gilt
(gemaB vorhergehendem Beispiel)
(2) = S —ﬁ - —L—% d; tZ HX T+ X)) /v
fz2(2) = oo os P _Ooexp 5 ) v My () = E[eZ] = B[e!XT X0/
= Mx;(t/vn)-...- Mx:(t/V/n).
Wir substituieren noch '
o Fiir beliebiges ¢ betrachten wir die Taylorentwicklung von
b= v und di =~ dy My+(t) =: h(t) an der Stelle t = 0
d erhalt (0 .
j und eratten I h(t) = h(0) + (0 - £ + 2D 2 L o).
1 (z — ,u)2 > 2 q
Jz(z) = om o P\ T2 o P Ty £ Aus der Linearitit des Erwartungswerts folgt
i Mit Lemma 70 folgt, dass fz(z) = ¢(z; u, o) ist. i R(t) = B[ - X!] und h"(t) = E[e"X7 . (X7)?].
B &) &
I — I Beweis: — /
3.2 Zentraler Grenzwertsatz [des Zentralen Grenzwertsatzes| Wir betrachten X := (X; — p)/o

- E—E— ®

Satz 81 (Zentraler Grenzwertsatz)

Die Zufallsvariablen Ié Tyeen, Xn)besitzen Jjeweils dieselbe

Verteilung und seien unabhangig. Erwartungswert und Varianz von

X; existieren fiiri = 1,...,n und seien mmm
(e?>0). /m S AR Pt VA

Die Zufallsvariablen Y,, seien definiert durch EL_:_‘_)SLJF—_JT_)&’"
fiirn > 1. Dann folgt, dass die Zufallsvariablen T 1

Yo —np&—
Ly 1= —————
— o\/n
asymptotisch standardnormalverteilt sind, also Z,, ~ N(0,1) fiir
n — 0.

firi=1,...,n mit E[X] = 0 und Var[X] = 1. Damit gilt
(gemaB vorhergehendem Beispiel)

.njz(t) = E[etZ] — E[ef(XT++X;)/ﬁ]
= ﬂfxr(f/\/ﬁ) R JMX;:_(f/ﬁ),

Fiir beliebiges ¢ betrachten wir die Taylorentwicklung von
Mx»(t) =: h(t) an der Stelle t = 0

h(t) = h(0) + ' (0) - t + 2+ Ot3).

Aus der Linearitdt des Erwartungswerts folgt

K(t) = E[e"™ - X7 und h"(t) = E[e'* - (X])?].

(]
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3.2 Zentraler Grenzwertsatz

Satz 81 (Zentraler Grenzwertsatz)

Die Zufallsvariablen 51, . ¢ .,leesitzen Jjeweils dieselbe
Verteilung und seien unabhangig. Erwartungswer

nd Varianz von
X; existieren fiiri = 1,...,n und seien mit ji bzw. o bezeichnet

(0'2 > 0) 1"} ';J \.f,);},h‘,t
4 {

Die Zufallsvariablen Y,, seien definiert durch EL_:_‘_)SLJF—_JT_)&’"

fiirn > 1. Dann folgt, dass die Zufallsvariablen T 1

Y, —np&—
Ly = —————
— o\/n
asymptotisch standardnormalverteilt sind, also Z,, ~ N(0,1) fiir
n — 0.

N

3.2 Zentraler Grenzwertsatz

Satz 81 (Zentraler Grenzwertsatz)

Die Zufallsvariablen 31, e, X.nlbesftzen Jjeweils dieselbe
Verteilung und seien unabhangig. Erwartungswer

nd Varianz von
X; existieren fiir i = 1,...,n und seien mit j bzw. a? bezeichnet

(()’2 > O) 30’} 311 ‘lt ’)g} ’Llfb

/ { e
Die Zufallsvariablen Y, seien definiert durch ZL_:_&JF——JL&?
fiir n. > 1. Dann folgt, dass die Zufallsvariablen T\ 1

Yy —np&—
Ly i= —————
— ovn
asymptotisch standardnormalverteilt sind, also Z,, ~ N(0,1) fiir
n — oo.

O %)
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v

[des Zentralen Grenzwertsatzes| Wir betrachten X} := (X; — p)/o
firi=1,...,n mit E[X7] = 0 und Var[X] = 1. Damit gilt
(gem3B vorhergehendem Beispiel)

Beweis:

J?‘VIZ(t) . E[etZ] — E[e}‘(Xf-F-FX;)/\/H]
= Mx:(t/v/n)-...- Mx:(t/v/n).

Fiir beliebiges i betrachten wir die Taylorentwicklung von
M+ (t) =: h(t) an der Stelle t =0

h(t) = h(0) + A’ (0) - t + @ 2+ O?).

Aus der Linearitdt des Erwartungswerts folgt

W(t) = E[e™ - X7] und 1"(t) = B[ - (X7)?].

T

H @

Beweis (Forts.):
Damit gilt
W (0) = E[X;] =0 und 2"(0) = E[(X])?] = Var[X] = 1.

Durch Einsetzen in die Taylorreihe folgt h(t) = 1 + t2/2 + O(t3),
und wir kdnnen Mz(t) umschreiben zu

t2 3 " 2 4
My(t) = (1 + o +0 (m)) — et"/? fiir n — oo,
Aus der Konvergenz der momenterzeugenden Funktion folgt auch
die Konvergenz der Verteilung. Damit ist Z asymptotisch
normalverteilt.
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Beweis (Forts.):

Damit gilt

n'(0) = E[X

—_—

Durch Einsetzen in die Taylorreihe folgt h(t) = 1 + 12/2 + O(t%),
und wir kénnen Mz (t) umschreiben zu

t2 2NN e
Mzt)=|14+—+0 — e /= fiir n — oc.

2n n3/2
Aus der Konvergenz der momenterzeugenden Funktion folgt auch
die Konvergenz der Verteilung. Damit ist Z asymptotisch
normalverteilt.

¥ =0und #"(0) = E[(X})?] = Var[X] = 1.

N

Beweis: /

[des Zentralen Grenzwertsatzes| Wir betrachten X := (X; — p)/o
firi=1,...,n mit E[X}] = 0 und Var[X] = 1. Damit gilt
(gemaB vorhergehendem Beispiel)

My(t) = E[e?] = B[t +-H+Xn)/ Vi
= Mx;(t/vn) - ...  Mxz(t/vn).

Fiir beliebiges ¢ betrachten wir die Taylorentwicklung von
Mx»(t) =: h(t) an der Stelle t = 0

h(t) = h(0) + h'(0) - t + "( WO ey O(t3).

Aus der Linearitdt des Erwartungswerts folgt

( ) = E[e"X . X7 und (1) = E[e - (X7)?].

T -
T LY T S B (5
(e = ; A ale™] < 3 @/_LXL&

aX

O %)
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1
Beweis (Forts.): ~H

Damit gilt

K (0) = E[X}] = 0 und h"(0) = E[(X})?] = Vai| X] = 1.

Durch Einsetzen in die Taylorreihe folgt h(t) = 1 ¢ ‘ O(t?),
|

und wir kénnen Mz(t) umschreiben zu

2 t3 " 2 /e
(1—0—2 +O(n3’/2)) — e"/? fiir n — oo.

Aus der Konvergenz der momenterzeugenden Funktion folgt auch
die Konvergenz der Verteilung. Damit ist Z asymptotisch
normalverteilt.

Mz(t) =

H @

Beweis (Forts.):

Die momenterzeugende Funktion existiert leider nicht bei allen
Zufallsvariablen und unser Beweis ist deshalb unvollstandig. Man
umgeht dieses Problem, indem man statt der momenterzeugenden
Funktion die so genannte charakteristische Funktion

Mx (t) = E[¢"*X] betrachtet. Fiir Details verweisen wir auf die
einschlagige Literatur. [




