e -

[HREN

Script generated by TTT

Title: Esparza: DWT (12.06.2012)
Date: Tue Jun 12 14:51:15 CEST 2012
Duration: 56:40 min

Pages: 28

In Zeichen schreiben wir X ~ N (u, 0?).
N(0,1) heiBt Standardnormalverteilung. Die zugehdrige Dichte
@(x;0,1) kiirzen wir durch ¢(z) ab.

Die Verteilungsfunktion zu N (u, a?) ist

- [ (5

Diese Funktion heiBt GauB'sche ®-Funktion (i
geschlossen integrierbar).
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2.1 Erwartungswert und Varianz

Wir berechnen zunichst Erwartungswert und Varianz einer
=FE ! Zufallsvariable X ~ A(0,1), d.h., wir betrachten den Speziallfall
- o T T T T = wu=0,0=1 (Satz 71). Dann berechnen wir Erwartungswert und
Lo o=l T A Varianz fiir beliebige Werte der Parameter p und 0. . .
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Beweis (Forts.):

Wir gehen nun zu Polarkoordinaten iiber und setzen = := rcos ¢
und y := rsin¢. Dann ist
oz Oy

ar  or cos @ sin ¢ 0 Lo
gi g{; = | | = r(cos2 & + sin? Q)=r
96 90 —rsing rcosg -

und wir erhalten
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Satz 71
X sei N(0,1)-verteilt. Dann gilt

E[X] =0 und Var[X]=1.

Beweis:

E[X] = L ]'DO T - ex (12) dx
RV p 5 ) d-
Da der Integrand punktsymmetrisch zu (0, 0) ist, folgt E[X| = 0.
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Beweis (Forts.):

Mittels Lemma 70 und durch partielle Integration erhalten wir

00 CL‘2
\/27rf exp (——) dx
oo 2
( xQ)OO' +foo ) ( ;;-;2)d
=zexp | —— T -exp | —— | dzx
2 o Joo 2

\

"

=0

Daraus folgt, dass E[X?] = 1 ist und somit
Var[X] = E[X?] - E[X)?=1.
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2.1.2 Der allgemeine Fall
Lemma 72 (Lineare Transformation der Normalverteilung)

Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit X ~ N'(p, a?).
Dann gilt fiir beliebiges a € R\ {0} und b € R, dass Y =aX + b
normalverteilt ist mit Y ~ N(ap + b, a’c?).

Beweis:

Wir betrachten zunichst den Fall ,,a > 0“:

PrlY <y| =Pr[aX +b<y]=Pr [XS y;b}
1. (y=b)/a (u— p)?
2o '/_x exp (W) du.
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2.1.2 Der allgemeine Fall \N 0.4)
Lemma 72 (Lineare Transformation der Normalverteilung)

Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit X ~ N(u,0?).
Dann gilt fiir beliebiges a € R\ {0} und b e R, dass Y = aX +b
normalverteilt ist mit Y ~ N(ap + b, a®c?).

Beweis:

Wir betrachten zunichst den Fall ,,a > 0":

Iﬂysm=P¢m+bsm=Pﬂng

1 (y—b)/a (
. eX — —
V2o j;:x: P

- E—E— ®

Beweis (Forts.):

Nach der Substitution u = (v —b)/a und du = (1/a) - dv erhalten

wir
1 Yy
/ exp (— ) dv.
2rac 0

Also Y ~ N (ap + b, a?c?). Fiir a < 0 verlduft der Beweis
analog.

(v = ap = by
2a202

Prly <y] =
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Lemma 72 (Lineare Transformatlon der Normalverteilung)

2.1.2 Der allgemeine Fall

Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit X ~ N
Dann gilt fiir beliebiges a € R\ {0} u “6 R, dass Y = aX Y=aX+0b b

normalverteilt ist mit Y ~ N -

Beweis: )

Wir betrachten zunichst den Fall @ > 0"
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2.1.2 Der allgemeine Fall W 01:)')
Lemma 72 (Lineare Transformation der Normalverteilung)
Beweis (Forts.): :
ewels ( orts ) Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit £~ N1y
Nach der Substitution u = (v — b)/a und du = (1/a) - d v erhalten Dann gilt fiir beliebiges a € R\ {0} und b e R, dass Y =aX + b
wir normalverteilt ist mit Y ~ N(ap + b, a’c?).
—
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Sei also X eine beliebige N'(u1, o?)-verteilte Zufallsvariable X und

VY = X—p
: P

Dann gilt nach Lemma 72 Y ~ N(0,1). Y heiBt auch normiert.

Ferner gilt
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2.1.2 Der allgemeine Fall W OTA)
Lemma 72 (Lineare Transformation der Normalverteilung)

Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit X ~ N(u,o?).
Dann gilt fiir beliebiges a € R\ {0} und b € R, dass Y = aX + b
normalverteilt ist mit Y ~ N'(ap + b, a’a?).

Beweis: al 0

Wir betrachten zunichst den Fall na > 0"

Pr[ng}=Pr[aX+b£y]=Pr[Xgy_b] \

(y=b)/a 32
_ L [ (S g
V2mo J_so 202
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Satz 73
X sei N'(p1, 0)-verteilt. Dann gilt

E[X] = p und Var[X] = o?.

Beweis:

Nach Lemma 72 ist ¥ := % standardnormalverteilt. Ferner gilt
gemalB der Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz

EX]=EloY +p] =0 -E[Y] +p=pn

und
Var[X] = Var[oY + pu| = ¢% - Var[Y] = 0_2

Satz 73
X sei IN'(u, 0?)-erteilt. Dann gilt
E[X] = p und Var[X] = o?.
Beweis: EEY)=o VU(Y,J? /

Nach Lemma 72 ist ¥ := % standardnormalverteilt. Ferner gilt

gemaB der Rechenregeln fir Erwartungswert und Varianz

IIO

EX] =EleY +pul =0 -E[Y] +p=p

und
Var|X| = Var[oY +% =02 Var[Y] = ¢°.

J/T.\T/ 0
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Die folgende Aussage ist eine Konsequenz von Satz 74:

Korollar 75

Sei Hy, ~ Bin(n, p) eine binomialverteilte Zufallsvariable. Die
Verteilung von H,, /n konvergiert gegen N (p, p(1 — p)/n) fiir
n — 0.

m e
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2.2 Die Normalverteilung als Grenzwert der
Binomialverteilung

Satz 74 (Grenzwertsatz von de Moivre)

X1,..., X, seien unabhiangige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit gleicher Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt fiir die
Zufallsvariable H,, mit

H, =X1+...+X,
fiirn > 1, dass die Verteilung der Zufallsvariablen
H g
HY = n— np
np(1l —p)
flir n — oo gegen die Standardnormalverteilung konvergiert.

Der Satz wird spater als Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes
bewiesen. (Satz 80 und Korollar 82).
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2.2 Die Normalverteilung als Grenzwert der
Binomialverteilung

Satz 74 (Grenzwertsatz von de Moivre)

X1i,...,X,, seien unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit gleicher Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt fiir die
Zufallsvariable H,, mit

H,=X1+...+ X,
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Vergleich von Binomial- und Normalverteilung

Bin(n, 0.3) bei 0.3n zentriert, mit +/0.3 - 0.7n horizontal gestaucht und vertikal gestreckt
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Beispiel 76

25.05.2012, ZDF: Die Umfragen zu diesem Politbarometer
wurden wie immer von der Mannheimer Forschungsgruppe Wahlen
durchgefiihrt. Die Interviews wurden in der Zeit vom 22. bis 24.
Mai 2012 bei 1312 zufallig ausgewahlten Wahlberechtigten
telefonisch erhoben. Die Befragung ist reprasentativ fiir die
wahlberechtigte Bevolkerung in Deutschland. Der Fehlerbereich
betrdgt bei einem Parteianteil von 40 Prozent rund +/- drei
Prozentpunkte und bei einem Parteianteil von zehn Prozent rund
+/- zwei Prozentpunkte. Daten zur politischen Stimmung:
CDU/CSU: 38 Prozent, SPD: 34 Prozent, FDP: zwei Prozent,
Linke: vier Prozent, Griine: 14 Prozent, Piraten: sechs Prozent.

Wie werden diese Fehlerbereiche berechnet?

Die folgende Aussage ist eine Konsequenz von Satz 74:

Korollar 75

Sei H,, ~ Bin(n,p) eine binomialverteilte Zufallsvariable. Die
Verteilung von H,, /n konvergiert gegen N (p,p(1 — p)/n) fiir

n — oo. /}‘




(RN

Beispiel 76

25.05.2012, ZDF: Die Umfragen zu diesem Politbarometer
wurden wie immer von der Mannheimer Forschungsgruppe Wahlen
durchgefiihrt. Die Interviews wurden in der Zeit vom 22. bis 24,
Mai 2012 beuféillig ausgewahlten Wahlberechtigten
telefonisch erhoben. Die Befragung ist reprasentativ fiir die
wahlberechtigte Bevdlkerung in Deutschland.’ Der Fehlerbereich
etragt bei einem Parteianteil von 40 Prozent rund + /- drei
Prozentpunkte und bei einem Parteianteil von zehn Prozent rund
- zwei Prozentpunkte.
CDU/CSU: 38 Prozent, SPD: 34 Prozent, FDP: zwei Prozent
Linke: vier Prozent, Griine: 14 Prozent, Piraten: sechs Prozent.

Wie werden diese Fehlerbereiche berechnet?
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