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8. Abschitzen von Wahrscheinlichkeiten

8.1 Die Ungleichungen von Markov und Chebyshev

Satz 39 (Markov-Ungleichung)

Sei X eine Zufallsvariable, die nur nicht-negative Werte annimmt.

Dann gilt fiir allet € R mit t > 0, dass

E[X]

Pr[X >t| < .

Aquivalent dazu:

Pr[X >t E[X]] < 1/t.
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8. Abschitzen von Wahrscheinlichkeiten

8.1 Die Ungleichungen von Markov und Chebyshev

Satz 39 (Markov-Ungleichung)

Sei X eine Zufallsvariable, die nur nicht-negative Werte annimmt.
Dann gilt fiir allet € R mitt > 0, dass

mw>ﬂ<mﬁ.

Aquivalent dazu:

PriX >t E[X]] < 1/t.
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Beispiel 41

Wir werfen 1000-mal eine ideale Miinze und ermitteln die
Anzahl X der Wiirfe, in denen ,, Kopf" fillt.

X ist binomialverteilt mit X ~ Bin(1000,p = %),also gilt

1
E[X] = —n = 500 und Var[X] = n= 250.

B | =

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 550-mal ,, Kopf*
fallt?
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Beispiel 41
Chebyshev-Ungleichung:

=

250
Pr[X > 550] < Pr[|X — 500| > 50] < e 0,1.

Setze nun n = 10000 und betrachte wieder eine maximal 10%-ige
Abweichung vom Erwartungswert:

E[X] = 5000 und Var[X] = 2500, und damit
2500
5002

Pr[X > 5500] < Pr[|X — 5000] > 500] < = 0,01.

m e

Beweis:

Fir ¢t > 0 gilt
Pr[X > (1 + 8)u] = Pr[e!¥ > t1F00]
Mit der Markov-Ungleichung folgt

E[Ctx]

PI‘[X 2 (1 + 5)[_@ — Pr[etX 2 et(1+5)ﬂ'} S 6t(]_+5)_u.‘

Wegen der Unabhangigkeit der Zufallsvariablen X1, ..., X, gilt

exp (itXi)] =E [ﬁ etX‘] = ﬁIE[etXi}.
i=1 i=1 i=1

Weiter ist fiir i € {1,...,n}:
Efe'X] = etp; + (1 —p;) = €'pi + 1 —p; = L+ pi(e' — 1),

E[e*] = E
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Xx?Y O e*2e2

. )
Beweis: | (){t{: X3 t('h”’, ] w
Fiir £ > 0 gilt i
3 X ()
Pr[X > (14 6)y] = Pret® > e/01+90] | o
e - eﬁ@

Mit der Markov-Ungleichung folgt

Pr[X > (1 +6)p] = Prle™® Z{et(lw)'u]l Si t!1+!),u‘i
e 0

, X, gilt

Wegen der Unabhangigkeit der Zufallsvariablen X1, ...

E[e!*] = E [exp (i tXi) ﬁe”{"] = ﬁE[etX*'].
i=1 i=1 i=1

Weiter ist fiir i € {1,...,n}:
Ele!*] = e"p; + €1 —p;) = e'pi + 1 —p; = 1 + pi(e' — 1),

=E

Beweis (Forts.):

und damit

[L=i (1 +pie’ — 1))

Pr[X > (1+ 8)u] <

et(1+5)u
< iy exp(pi(e’ — 1))
a et(1+6)u
_ exp(Y_iy pi(e’ — 1)) _ ele' =1 B
B ct(1+6),u - et(1+5),u —. f(t) .

Wir wiahlen nun ¢ so, dass f(t) minimiert wird, nimlich

t=1In(l+94).

Damit wird
ele'=1)u eSh

o (1+0)0+om "

ft) =
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x‘r‘a & e*2 el

B.(.EWGIS. N (){t{: X 7,t(1+ﬂ’, ] w
Fir ¢ > 0 gilt i
¢ e”‘(w)

PriX > (14 68)u] = PrletX > /1+00],

e
Mit der Markov-Ungleichung folgt

tX t(14+0)pu
Pr[X > (1+d6)p] = Prle >‘e * l T
X, gilt

- ﬁx:u,

Wegen der Unabhangigkeit der Zufallsvariablen X1, ...

EletX] = [exp (Z tX; )

Weiter ist fiir i € {1,...,n}:
Ele!*] = e"p; + €1 —p;) = e'pi + 1 —p; = 1 + pi(e' — 1),

=E ﬁetX*'] H]E[etX
i=1

RN

Beispiel 44

Wir betrachten wieder das Beispiel, dass wir eine faire Miinze
n-mal werfen und abschitzen wollen, mit welcher
Wahrscheinlichkeit , Kopf*

%"(H 10%)

oder ofter fallt.

n | Chebyshev Chernoff
1000 0.1 0,0889
10000 0,01 0,308 - 10-10
in 100 0.1 n/2 .
" (0,1‘-1%7;)2 = % (m(ﬂw) ~ (0.9975"
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p= 1y

Wir betrachten wieder das Beispiel, dass wir eine faire Miinze
7-maDwerfen und abschitzen wollen, mit welcher
Wahrscheinlichkeit ,, Kopf*

Beispiel 44

@u} R I¥-ex3 ﬂ
0 L‘ . 5(1+ 10%)
- [ > = r( -_ >/ JC] | - ﬂ/
= e k 01 = yyn 20 oder fter fallt. Verl): 74
j I n | Chebyshev Chernoff
' 1000 0,1 0,0889
10000 0,01 0,308 - 10719
v v In 100 0,1 n/2 - .
i i n | i = (7(1+0f1)1+0,1) ~ 0.9975"
IR
I Satz 45 I
Seien X1, ..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen 8.3 Chemoff-Schranken
mit Pr[X; = 1] pi und Pr[X; = ] =1-pi _D‘?”” gilt fir 8.3.1 Chernoff-Schranken fiir Summen von
X =300 X und po=E[X] =370 pi, sowie jedes 0 < & < 1, 0—1-Zufallsvariablen
dass o0 u Die hier betrachtete Art von Schranken ist nach Herman Chernoff
PriX <(1—-0)pl < (W) . (*1923) benannt. Sie finden in der komplexitatstheoretischen
Analyse von Algorithmen eine sehr hiufige Verwendung.
Beweis: Satz 43
Analog zum Beweis von Satz 43. O Seien X, ..., X, unabhangige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr|X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gilt fiir

- E—E— ®

Bemerkung: Abschitzungen, wie sie in Satz 43 und Satz 45
angegeben sind, nennt man auch tail bounds, da sie Schranken fiir
die tails, also die vom Erwartungswert weit entfernten Bereiche
angeben. Man spricht hierbei vom upper tail (vergleiche Satz 43)
und vom lower tail (vergleiche Satz 45).

Die Chernoff-Schranken hingen exponentiell von j ab!

X = Zz:l X; und 1 :=E[X] =>""| p;, sowie jedes § > 0, dass

66
(1 +5)1+5)€k

Pr[X > (1+d)u] <

$ o/ T




W Choid (peer-to-peer) - Wikipedia, the fre...

6.

- In

LB S o Do B T

[HREN

¢ |-|w

en.wikipedia.org

K] 2012-dwt.pd" - PDF Annotator

I in / create account

B X e

Datei Bearbeiten Werkzeug Ansicht Extras Fenster Hilfe

DEZ-HE =

#

Q

®

out more

led hash table. A
computers

is responsible.
over the value

CAN, Tapestry,
arger, Frans

3 ' Block Store
Chard

14:44

il % )

24052012 |

—

—

W N —

—

NG [y

Lemma 46

Fiir0 <4§ <1 gilt

(1-8)° > e 0%2 ynd (146810 > 5+0%/3

Beweis:
Wir betrachten
1 .
flx)=(1—=2)In(1 —z) und g(z) = -z + 53?2 :

Esgilt fiir0 <z < 1:
Jx)=z—-1<-In(l—2)-1= f()
sowie
£(0) = 0= g(0),
also im angegebenen Intervall f(z) > g(x).

Die Ableitung der zweiten Ungleichung erfolgt analog.
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Beispiel 48
Wir betrachten wieder balls into bins und werfen ¢ - n Bille
Korollar 47 unabhangig und gleichverteilt in n Kérbe. Sei
Seien X1, ..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] =1 — p;. Dann gelten Y; := Anzahl der Balle im i-ten Korb
folgende Ungleichungen fiir X := """ | X; und o _
pe=EX] =" pi: firi =1,...,n, sowie Y = max;<;<, Y.
) ) Fiir die Analyse von Y; (i € {1,..., n} beliebig) verwenden wir
Q Pr[X > (1+0)p] < e /%fiir alfe 0 < § < 1,81, Aussage 5 von Korollar 47. Dabei ist X; die Variable, die angibt,
X Q@ Pr[X <(1-d)y < e M%2 Firalle0 < § <1, X ob der j-te Ball in den i-ten Korb fallt. er haben p; = ... =p,
1 X -y . i T = L und g = 1. Wir nehmen t = 2logn. Es folgt
© Pr[|X — pf > 6dp] <2e7M°/3 fiiralle0 < 6 <1, "
i 2
> Q PrlX > (1+6)] < (ﬁ)(lﬂ))u un = o Pr[X; > 2logn| < 1/n”.
I I Daraus ergibt sich
g Q@ Pr[X >t <27' fiirt > 2ep. e L.
I I Pr[XZZl()g’n]:Pr[XlZQI(JgHJV...\/X(;n2210gn}§cn-ﬁzg.
: : Es gilt also mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢/n, dass X < 2logn ist.
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Chord specifies how keys are assigned to nodes, and how a node can discover the value
for a given key by first locating the node responsible for that key. 1
Chord is one of the four original distributed hash table protocols, along with CAN, Tapestry,

and Pastry. It was introduced in 2001 by lon Stoica, Robert Morris, David Karger, Frans
Kaashoek, and Hari Balakrishnan, and was developed at MIT2
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Beispiel 48

Wir betrachten wieder balls into bins und werfen ¢ - n Bille
unabhangig und gleichverteilt in n Korbe. Sei

| Y; := Anzahl der Bille im i-ten Korb
1
firi = 1,...,n, sowie ¥ := maxj<j<, ¥;.

;" : Fiir die Analyse von Y (i € {1 n} beliebig) verwenden wir
= L) Aussage 5 von Korollar 47. Dabei ist X; die Variable, die angibt,
] ob der j-te Ball in den i-ten Korb fallt. Wir haben p; = ... = p,
v =+ und p1 = 1. Wir nehmen ¢ = 2logn. Es folgt

Pr[X; > 2logn] < 1/n°

Daraus ergibt sich

1 .
Pr[X = 2logn] = Pr[X; = 2lognv...v X, = 2logn] < en- - = Z
T mn

Es gilt also mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢/n, dass X < 2logn ist.
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I I Beispiel 48
Wir betrachten wieder balls into bins und werfen ¢ - n Balle
Korollar 47 unabhingig und gleichverteilt in n Kérbe. Sei
Seien X1, ..., X,, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gelten Anzahl der Bille im i-ten Korb
folgende Ungleichungen fiir X := > """ | X; und o -
p=E[X] = Z?:lpi: firi=1,...,n, som@: maxj <j<n Y;.

) Fiir die Analyse von@i € {1,...,n} beliebig) verwenden wir

Q@ Pr[X > (1+6)u] <e /3 firalle0 <6 <1,81, b Aussage 5 von Korollar 47. Dabei ist X; die Variable, die angibt, =
@ PrlX < (1-d)u < e /2 fiiralle) < 8 < 1, ob der j-te Ball in den i-ten Korb fallt. Wir haben p; =... =p,
= % und i = 1. Wir nehmen t = 2logn. Es folgt

Q Pr|X — p| = dp] < 2e=1 /3 fiiralle0 < § < 1,

i © Pr{X > (146 < (1%

)(1+5).u Pr[X; > 2logn] < 1/n”.
un
Daraus ergibt sich
50 PriX >t] < 2°t fiirt > 2ep. L .
Pr[X > 2logn| = Pr[X; > 2lognV...V X, > 2logn] < en- — ==
n n

_k
(ol TR
Es gilt also mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢/n, dass X < 2logn ist.
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Korollar 47

Seien X1, ..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1| = p; und Pr[X; = 0] =1 — p;. Dann gelten
folgende Ungleichungen fiir X :=>""" | X; und

Q Pr[X > (14 0)u] < e /3 fiiralle0 <6< 1,81,

@ PrlX < (1—0)u] <e /2 firalle0<é<1,

Q@ Pr[|X — p| > 6p) < 2e7 /3 fiiralle 0 < 6 < 1,

]

I Beispiel 48
Wir betrachten wieder balls into bins und werfen ¢ - n Balle K,L
unabhingig und gleichverteilt in n Korbe. Sei ~ ~ J

Anzahl der Bille im i-ten Korb
firi=1,...,n, sowi@: maxj <j<n Y;.

Fiir die Analyse von@i € {1,...,n} bghebig) verwenden wir

Aussage 5 von Korollar 47. Dabei ist die Variable, die angibt,
ob der j-te Ball in den i-ten Korb fallt. Wir haben p1 =... =p,
= L und(y = 1. Wir nehmen ¢ = 2logn. Es folgt = "_'

j (14+8)p I Pr[X; > 2logn] < 1/n’.

Q Pr(X > (1+d)p < (ﬁ) un o i J<1/

"~ Daraus ergibt sich
SN @t} <2 firt > 2ep. ] X\ \ L
i i Pr[XZZl()gn]:Pr[XlZQI(JgnV...\/Xm221()gn]§r:n-—2:f.
v n n

- i (5( 7/t] ¢ 1 _ _ o _ _
# J Es gilt also mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢/n, dass X < 2logn ist.
o0&

Beweis: Korollar 47

1 und 2 folgen direkt aus Satz 43 bzw. 45 und Lemma 46. Seien X1, ..., X, unabhidngige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen

- E—E— ®

Aus 1 und 2 zusammen folgt 3.

Die Abschatzung 4 erhalten wir direkt aus Satz 43, da fiir den

Zahler gilt

e < el1+0)

5 folgt aus 4, indem man t = (1 + 0)u setzt, t > 2epu:

(7)< () < ()

mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gelten
gen fiir X := > ' | X; und

folgende Ungler
GRaHHD
Q Pr[X > (1+8)u] < e /3 fiiralle0 < §<1,81,
@ Pr[X < (1—8)u] <e#/2 firalle0<d<1,

[

Q@ Pr[|X —pu| >du] < 2e=1*/3 fiir alle 0 < § < 1,
)(1+5)M

Q@ PriX > (1+d)u < (ﬁ un

Q@ Pr[X >t <2t fiirt > 2ep.

wboot) e U0 (¥t 7t k22
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Beispiel 48

Wir betrachten wieder balls into bins und werfen ¢ - n Balle
unabhingig und gleichverteilt in n Korbe. Sei J
Anzahl der Balle im i-ten Korb

fuiri=1,...,n, sowi@: maxj<j<p Y;.

Fiir die Analyse von@z € {1,...,n} bgliebig) verwenden wir
Aussage 5 von Korollar 47. Dabei |5tdie Variable, die angibt,

ob der j-te Ball in den i-ten Korb fallt" Wir haben p; = ... = p,

= L und(u = 1. Wir nehmen tzgﬁgﬂ Es folgt — _,
Pr[x&' > 2logn] < 1/n°.

Daraus ergibt sich

C

Pr[X > 2logn] = Pr[X; > 2lognV...V X, > 2logn] < cn -

n

n2 n

Es gilt also mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢/n, dass X < 2logn ist.

RN

Korollar 47
Seien X1, ..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1 = p; und Pr[X; = 0] =1 — p;. Dann gelten

folger@iﬂ fir X := Z X; und

Q Pr[X > (1+6)u] <e /3 firalle0<d<1,81,
@ Pr[X < (1—8)u] <e#/2 firalle0<d<1,
© Pr[|X —pu| >du] < 2= [3 fiir alle 0 < 6 < 1,

@ Pr[X > (14 6)] < (W,)(m)“ und . 2(_3

Q@ PriX >t <2t

il at] -

fiir t > 2ey.

Pe [%’/ Q < Z—t

,,,L

l-v

. E—E—— ®
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Beispiel 48

Wir betrachten wieder balls into bins und werfen ¢ - n Balle
unabhingig und gleichverteilt in n Korbe. Sei
Anzahl der Balle im i-ten Korb

fuiri=1,...,n, sowi@: maxj<j<p Y;.

Fiir die Analyse von@z € {1,...,n} bgliebig) verwenden wir
Aussage 5 von Korollar 47. Dabei |5td|e Variable, die angibt,

ob der j-te Ball in den i-ten Korb fallt" Wir haben p; = ... = p,
=1 und@ = 1. Wir nehmen ¢ = 2log n. Es folgt _,
L
Pr[x&' > 2logn] < 1/n? Pr(A‘U"UA"‘ ~ n) -
. ) l\L-—'—'-‘ / ¥ CA‘)
Daraus ergibt sich v

Pl’[yz 2logn| = PT[@ e Uy >2logn] € 3 cn - 12
S~ TL
Es gilt also mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢/n, dass X <'

rS

O &

Xi

Beispiel 43

Wir betrachten wieder balls into bins und werfen ¢ - n Balle
unabhingig und gleichverteilt in n Kérbe. Sei
Anzahl der Bille im i-ten Korb

firi=1,...,n, sowi@: maxj <j<n Y;.

Fiir die Analyse von@z € {1,...,n} bgtiebig) verwenden wir
Aussage 5 von Korollar 47. Dabei |std|e Variable, die angibt,

K(J'

K

ob der j-te Ball in den i-ten Korb fallt” Wir haben p1 =... =p,
=1 und@ = 1. Wir nehmen ¢ = 2logn. Es folgt "_'
L
Pr[xi > 2logn] < 1/n°, Pf(A‘U'”A"‘ ~ A+
. . \‘—-—'—'-‘ / r OL)
Daraus ergibt sich /

Pr[y? 2logn| = Pr[@ - Uy > 2logn] € 3 on - ]2
S~ TL
Es gilt also mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢/n, dass X <'
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Bei wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen haben wir kein
Problem mit der Konvergenz, da fiir |s| < 1 gilt

iPr[X = k-
k=

o0

<) Pr(X = k|- |,5"“|<ZP1[X7R}*1

k=0 k=0

Gx(s)| =

[
5

. E—— ;

Bernoulli-Verteilung
Sei X eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit
Pr[X =0]=1—pund Pr[X = 1] = p. Dann gilt

Gx(s)=E[sX]=(1—-p) - s"+p-s' =1—p+ps.

Gleichverteilung auf {0,...,n}
Sei X auf {0,...,n} gleichverteilt, d.h. fiir 0 < k < n ist -

Pr(X = k] =1/(n+1). Dann gilt
i n 1 sl 1
s) = E[s*] = L L —
Gx(s) [7] kZUn.Jrl ° (n+1)(s—1)

I Binomialverteilung
Fiir X ~ Bin(n,p) gilt nach der binomischen Formel

n
[ n : n—k : n
Gx(s) =E[s*] =) (k)pk(l —p)" P = (1—p+ps)
k=0
Geometrische Verteilung

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt

Gx(s) = = Zp(l —p)ht. gk
k=1
_ q_oc R ps
=pe (P =
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Bernoulli-Verteilung

Sei X eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit

Pr[X =0]=1—-pund Pr[X = 1] = p. Dann gilt
Gx(s)=E[sX]=(1—-p) - s"+p-s' =1—p+ps.

Gleichverteilung auf {0,...,n}

Sei X auf {0,...,n} gleichverteilt, d.h. fiir 0 < k < n ist
Pr[X =k] =1/(n+ 1). Dann gilt

STH»] -1

- o n 1 T e
GX(S)*E[S }RZ_UH+1 s 7(n+1)(3*1).

m e

W I —

Beobachtung:
Sei Y := X +t mit t € Ny. Dann gilt

Gy (s) = E[sY] = E[s* "] = E[s" - s%] = 5" - E[s*] = 5" - Gx(s).

Ebenso l3sst sich leicht nachrechnen, dass

G'x(s) = Z k-Pr[X = k|- s !, also
k=1

"v(0) = Pr[X = 1], sowie
Gg?((}) = Pr[X =1 -4, also
G(0) /it = Pr[X =]

D@%—

Beispiel 51

Sei X binomialverteilt mit X ~ Bin(n, A/n), Fir n — oo folgt

G (s) - (1—3+¥) - (HM) e

(2

Man kann beweisen, dass aus der Konvergenz der
wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion die Konvergenz der
Verteilung folgt.

S (]

Beispiel 52

Sei X binomialverteilt mit X ~ Bin(n, p), also
Gx(s)=(1—p+ps)".
Dann gilt
X(s)=n-(1—p+ps)"tp

und somit
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Beispiel 52

Sei X binomialverteilt mit X ~ Bin(n, p), also

Gx(s) = (1—p+ps)".

m e

Bernoulli-Verteilung

Sei X eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit
Pr[X =0] =1—pund Pr[X = 1] = p. Dann gilt

Gx(s)=E[sX|=(1—p)-s"+p-s' =1—p+ps.

Dann gilt
Gleichverteilung auf {0,...,n}
! N ; An—1
N x(s)=n-(L=p+ps)" " p | Sei X auf {0,...,n} gleichverteilt, d.h. fir 0 < k < n ist
Pr[X =k] =1/(n+ 1). Dann gilt
und somit
X m 1 % S-n.+1 _ 1
i E[X] = Gx(1) = np i Gx(s) =Els ]_kzun+1-8 - (n+1)(s—1)
IR
I Binomialverteilung I
Fir X ~ Bin(n,p) gilt nach der binomischen Formel
i n
o X1 ok n—k _k __ n
Gx(s) =E[s"] = Z (k)p (L=p)" 75" =1 —p+ps)". Poisson-Verteilung
k=0
Fiir X ~ Po(A) gilt
Geometrische Verteilung - o N
A
Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Gx(s) = E[SX = ZE_)\F L gF = AR = Mo,
o Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt L, k=0 '
x=k
o0
Grl(s) = ElsX] = N
i x(s) =E[s*]=> pll—p)* ' s i
k=1 _J
o0
: =ps-Y (1-p)s)it=_—P" :
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D@}i—

Beispiel 51

Sei X binomialverteilt mit X ~ Bin(n, A/n), Fir n — oo folgt

Gx(S) = (1 — i + E) ’: (1 + )\(5 - 1)) ' _ e)\(s—l) )
n n mn

Man kann beweisen, dass aus der Konvergenz der
wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion die Konvergenz der
Verteilung folgt.

RN

9.0.2 Zusammenhang zwischen der w.e. Funktion und den
Momenten

Da
= Pr[X =#k]-s* =E[s"],

k=0
gilt

P Zk Pr[X
PY(‘X‘—O)J' h((’#] [ ('(GC 1) SI+ N ){ )’J& .
((4=1) + Ly (x~ 1)I+ 11 (x1) KI‘ b —

s 2 e MRRS)

E[X].

B B
o &
| | ' (2)
C " | (:x (4) G (4)
- - () 6.0 X
Beispiel 52 Beispiel 52 X
Ebenso ergibt sich Ebenso ergibt sich
EX(X —1)... (X —k+1)] =GP (1),
also etwa also etwa
Var[X] = E[X(X — 1)] + E[X] — E[X]? Var[X],= E[X (X —1)] + E[X] — E[X]?
j = G% (1) + G (1) — (G (1)) ;T = G% (1) + G (1) — (G (1))
( \
Andere Momente von X kann man auf dhnliche Art und Weise Andere Momente von X kann man auf d3hnliche Art und Weise
i berechnen. i berechnen.
: " s




