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Wir betrachten nun n — oo und erinnern uns, dass

n&

lim — =1,
n—00 7}

Damit folgt

L
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Poisson-Verteilung als Grenzwert der Binomialverteilung

Wir betrachten eine Folge von binomialverteilten Zufallsvariablen
X, mit X, ~ Bin(n, py,), wobei p, = \/n. Fiir ein beliebiges &k
mit 0 < k& < n ist die Wahrscheinlichkeit, dass X,, den Wert &
annimmt, gleich
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7.4 Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung mit dem Parameter A hat den Wertebereich
Wx = Ny und besitzt die Dichte

fx(i) == fiir i € No.

[x ist eine zul3ssige Dichte, da

o0 o0 A\yi
fo(‘i) = Z ‘ I.,}\
i=0 i=0 )
At =1,

Dafiir, dass eine Zufallsvariable X Poisson-verteilt mit Parameter A
ist, schreiben wir auch

X ~ Po(N).
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Dichte der Poisson-Verteilung
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Die folgenden Voraussetzungen miissen erfiillt sein, damit die
Annahme der Poisson-Verteilung gerechtfertigt ist:

@ Die Ereignisse treten nie zur gleichen Zeit auf.

@ Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis in einem (kleinen)
Zeitintervall &t auftritt, ist proportional zur Lange von ét.

@ Die Anzahl der Ereignisse in einem festen Zeitintervall hangt
nur von dessen Ldnge ab, nicht aber von der Lage auf der
Zeitachse.

@ Wenn man zwei disjunkte Zeitintervalle betrachtet, so sind die
Anzahlen der Ereignisse in diesen Zeitraumen voneinander
unabhangig.
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Beispiel 36

Beim Kundenservice einer Firma rufen im Durschnitt & Kunden pro
Tag an. Wir nehmen an, dass die Kunden zu jedem Zeitpunkt mit
der selben W'keit anrufen.

Wir betrachten ein diskretes Modell, in dem der Tag in n gleich

lange Zeitintervallen unterteilt wird (jeweils 24/n Stunden lang).
Unter der Annahme, dass hochstens ein Kunde pro Zeitintervall

anruft, ergibt sich fiir die Anzahl X der Anrufe an einem Tag:
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Beispiel 37 I

Aus “Stichworte zu FRM Il in Bezug auf Erdbeben in Japan”:
FRM Il ist analog zu allen deutschen KKWs nach einem
Ermessenserdbeben nach der MSK Skala ausgelegt. Die
Bemessungsintensitat fir FRM Il lautet /(M SK)=VI -VII
mit Eintrittswahrscheinlichkeit 107° /a.

(VI: leichte Verputzschaden an Gebauden. VII: Risse im Verputz, in
Wanden und an Schornsteinen.5-0-6.3 auf der Richterskala).

In der seismographischen Region Bayerische Molasse sind aus den
vergangenen Jahrhunderten insgesamt 6 tektonische Erdbeben
berichtet. Das stirkste mit 7(MSK) = VT ereignete sich am
9.10.1935 bei St. Martin in Osterriech 135 km 6stlich von
Garching. Auf Grund der Entfernung l6ste dieses und alle anderen
Erdbeben nur sehr schwache Bodenbewegungen in Garching aus
mit [(MSK)=1IIl—-1V.

(I11: nur von wenigen Personen gespiirt. IV: von vielen Personen
gesplirt; Geschirr und Fenster klirren.)

R[]

m e

Wir interessieren uns nun fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die
Region in 2013 einmal oder mehr von einem Erdbeben mit
I(MSK) > VI —VII heimgesucht wird.

Die Anzahl X der Katastrophen in der Region wird durch eine
Poisson-Verteilung mit Parameter A = 10~° modelliert.
(Vergleich: nach Wikipedia A = 1000 fiir die ganze Welt.)

Damit gilt

PrX >1]=1-Pr[X=0]=1-¢"
~ 1 — 0,99999000005 ~ 10°.

PriX >2|=1-Pr[X =0] —Pr[X =1]=1—e* = e
~ 1 — 0,99999000005 — 0,00000999990 = 5 - 10~ 1,
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Beispiel 37 I

Aus “Stichworte zu FRM Il in Bezug auf Erdbeben in Japan”:
FRM Il ist analog zu allen deutschen KKWs nach einem

Ermessenserdbeben nach der MSK Skala ausgelegt. Di
Beme : '/l"‘* ii(ﬂa”SK) VIi-VII )

(VI: leichte Verputzschaden a &t;-_._-z_u_-_uf! VII: Risse im Verputz, in
Wanden und an Schornsteinen.5-0-6.3 auf der Richterskala).

In der seismographischen Region Bayerische Molasse sind aus den
vergangenen Jahrhunderten insgesam onische Erdbeben
berichtet. Das starkste mit (M SK) = VI Jereignete sich am
9.10.1935 bei St. Martin in Osterriech 135 km 6stlich von

Garching. Auf Grund der Entfernung l6ste dieses und alle andere

Erdbeben nur sehf schwa B
mit [(MSK) Ir—-1v
(I11: nur von wenigen Personen gespiirt. IV: von vielen Personen

gesplirt; Geschirr und Fenster klirren.)

wn
R[]

Erwartungswert und Varianz
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Var[X] = E[X?] — E[X]? = E[X?] — E[X] + E[X] — E[X]?
=E[X(X - 1)] + E[X] - E[X]?

und

erhalten wir
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Var[X] =E[X(X - D]+ E[X] - E[X]?= A+ A - A2 =\,
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Summe von Poisson-verteilten Zufallsvariablen

Satz 38

Sind X und'Y unabhangige Zufallsvariablen mit X ~ Po(\) und
Y ~ Po(u), dann gilt

Z:=X+Y ~Po(A+p).

H &
I Beweis:

oC Z 87)\ T ey EE
f22) =3 fx(@) - fyle - ) = 3 S S
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Tox=0

wobei p = ﬁ

Da die Summe gleich 1 ist, folgt

T [f

fa(z) = O (A )
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8. Abschitzen von Wahrscheinlichkeiten

8.1 Die Ungleichungen von Markov und Chebyshev

Satz 39 (Markov-Ungleichung)

Sei X eine Zufallsvariable, die nur nicht-negative Werte annimmt.
Dann gilt fiir allet € R mitt > 0, dass

Pr[X > 1] < ]E{t}.

Aquivalent dazu:

PriX >t E[X]] < 1/t.
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Beweis:

D—T

Alternativer Beweis:

- N > | = T - ) = I
t-Pr[X >t =t Z Pr[X = z] Es gilt
z€Wx, x>t
< Y x-Pr[X =4 E[X] = E[X|X <] -Pr[X < #] +E[X|X > 1] - Pr[X >1].
ceEWx, x>t
> < Z 2 Pr[X = 1] L, Wegen E[X|X < ¢]-Pr[X <t| > 0 und E[X|X > t] > ¢ folgt
=t sofort
e E[X] >t Pr[X >1].
=E[X].
i O i
Die folgende Abschatzung ist nach Pavnuty Lvovich Chebyshev
Beweis:

(1821-1894) benannt, der ebenfalls an der Staatl. Universitat in
St. Petersburg wirkte.

Satz 40 (Chebyshev-Ungleichung)

Sei X eine Zufallsvariable, und sei t € R mit t > 0. Dann gilt

Prx ~E(x] >4 < YA

Aquivalent dazu:

Pr[|X — E[X]| > ty/Var[X]] < 1/t*.

T [f

Wir stellen fest, dass
Pr[|X — E[X]| > t] = Pr[(X — E[X])* > #%].

Setze
Y = (X —E[X])%.

. -

Dann gilt E[Y| = Var[X], und damit mit der Markov-Ungleichung:

. ElY Var| X
PI‘[Y > tﬂ < [ ] _ rlr[ } .
12 12

% Pr|X —E[X]| > 1] =

-
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Beispiel 41

Wir werfen 1000-mal eine ideale Miinze und ermitteln die
Anzahl X der Wiirfe, in denen ,, Kopf" fallt.

X ist binomialverteilt mit X ~ Bin(1000,p = %),also gilt

1
E[X] = —n = 500 und Var[X]| = = 250.

bo| =

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 550-mal ,, Kopf"
fallt?

D—T

Tl [f
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Beispiel 41
Chebyshev-Ungleichung:

250
Pr[X > 550] < Pr[|X — 500| > 50] < "}F =0,1.
)
Setze nun n = 10000 und betrachte wieder eine maximal 10%-ige
Abweichung vom Erwartungswert:

E[X] = 5000 und Var[X] = 2500, und damit

2500

Pr[X > 5500] < Pr[|X —5000] > 500] < &5 = 0.01.
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8.2 Gesetz der groBen Zahlen
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Wir haben diskutiert, wie Wahrscheinlichkeiten als Grenzwerte von
relativen Haufigkeiten aufgefasst werden kdnnen.

Satz 42 (Gesetz der groBen Zahlen)

Gegeben sei eine Zufallsvariable X . Ferner seien ,6 > 0 beliebig
aber fest. Dann gilt fiir alle n > V?}fq :

Sind X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen mit derselben
Verteilung wie X und setzt man

X1+...

7 = + Xn

so gilt

i
ho
8.2 Gesetz der groBBen Zahlen

Wir haben diskutiert, wie Wahrscheinlichkeiten als Grenzwerte von——"
relativen Haufigkeiten aufgefasst werden kdnnen.

00f
Satz 42 (Gesetz der groBen Zahlen ™ _dor
( g ) / / /0
Gegeben sei eine Zufa!lsvariable@ Ferner seien ¢,d > 0 beliebig

aber fest. Dann gilt fiir alle n > %ﬁﬂ

Sind Xi,.... X» unabhéné.'z,ge Zufallsvariablen mit derselben
Verteilung wie X und setzt man

X1 +...
—%Z::—l—i_ ,

NG
~
Pr[|Z — E[X]| 29] < e
]

1

so gilt
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8.2 Gesetz der groBBen Zahlen

Wir haben diskutiert, wie Wahrscheinlichkeiten als Grenzwerte von
relativen Haufigkeiten aufgefasst werden kdnnen.

00f

Satz 42 (Gesetz der groBen Zahlen) / ’/ 2,00
Gegeben sei eine Zufa!lsvariable@ Ferner seien ¢,d > 0 beliebig

aber fest. Dann gilt fiir alle n > %ﬁﬂ T

Sind Xy, ..., Xn unabhéng’ge Zufallsvariablen mit derselben
Verteilung wie X und setzt man

j I Xi4+...+X, <
/ — 7= et ,
N
¥ ¥ so gilt ~
Pr|Z —E[X]| > 8] < e.
IIZI &, I
Beweis: Beweis:
Fiir Z gilt Fiir Z gilt
1 1 1 1
E[Z] = — - (E[X1] +... + E[X,]) = — - n - E[X] = E[X], E[Z] = — - (E[Xi] + ... + E[X,]) = — - n - E[X] = E[X],
sowie sowie
1 1 ar[ X 1 1 ar| X
Var[Z] = ﬂ—g-(Var[Xﬂ-i—. ..+ Var[X,]) = n—z-n-Var[X} = V%?[] Var[Z] = n—g-(Var[X1]+. A+ Var[X,]) = 3 Var[X] = VL;{ ]

- g — 1

Mit der Chebyshev-Ungleichung erhalten wir

Var[Z]  Var[X] <.
52 ny?z T

Pr(|Z ~E[X]| > 6] = Pr[|Z~E[Z]| > 6] <

nach Wahl von n. O

Mit der Chebyshev-Ungleichung erhalten wir

Var[Z]  Var[X] -

Pr(|Z —E[X]| = 6] = Pr[|Z2 - E[Z]| = 0] < — oy

nach Wahl von n. O
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Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit.

Sei X eine Indikatorvariable fiir ein Ereignis A, Pr[A] = p. Somit
ist X Bernoulli-verteilt mit E[X]| = p.

Z =YX\ +...+ X,) gibt die relative Haufigkeit an, mit der A
bei n Wiederholungen des Versuchs eintritt, denn

 Anzahl der Versuche, bei denen A eingetreten ist

Anzahl aller Versuche

Mit Hilfe des obigen Gesetzes der groBen Zahlen folgt
Pi|Z —p| = 0] <e,

fiir geniigend groBes n. Also nahert sich die relative Haufigkeit
von A bei hinreichend vielen Wiederholungen des Experiments mit
beliebiger Sicherheit beliebig nahe an die ,, wahre*
Wahrscheinlichkeit p an.

m e
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8.2 Gesetz der groBBen Zahlen

Wir haben diskutiert, wie Wahrscheinlichkeiten als Grenzwerte von
relativen Haufigkeiten aufgefasst werden kdnnen.

0pf

/ / 0,0\(
Gegeben sei eine Zufa!lsvariable@ [Fe]u'ner seien €,80 > (0 beliebig
ar| X| | - -
262
Sind Xi,.... X» unabhéng’ge Zufallsvariablen mit derselben

Verteilung wie X und setzt man

Satz 42 (Gesetz der groBen Zahlen)

aber fest. Dann gilt fiir alle n >
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8.3 Chernoff-Schranken

8.3.1 Chernoff-Schranken fiir Summen von
0—1-Zufallsvariablen

Die hier betrachtete Art von Schranken ist nach Herman Chernoff
(*1923) benannt. Sie finden in der komplexitdtstheoretischen
Analyse von Algorithmen eine sehr hiufige Verwendung.

Satz 43

Seien X1, ..., X,, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr|X; = 1| = p; und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gilt fiir
X:=%",X;und p:=E[X]|=3"" | p; sowie jedes § > 0, dass

1) K
Pr[X > (1+6)y] < ((1+65)1+6) .




