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5.3 Mehrere Zufallsvariablen
Beispiel 21

Aus einem Skatblatt mit 32 Karten ziehen wir zufillig eine Hand
von zehn Karten sowie einen Skat von zwei Karten. Unter den
Karten gibt es vier Buben. Die Zufallsvariable X z3hlt die Anzahl
der Buben in der Hand, wahrend Y die Anzahl der Buben im Skat
angibt. Die Werte von X und Y hangen offensichtlich stark
voneinander ab. Beispielsweise muss Y = 0 sein, wenn X = 4 gilt.

Wie kann man mit mehreren Zufallsvariablen iiber demselben
Wahrscheinlichkeitsraum rechnen, auch wenn sie, wie im obigen
Beispiel, sehr voneinander abhangig sind?

Wir untersuchen Wahrscheinlichkeiten der Art

PrX =2,V =y| =Pr[{w; X(w) =z,Y(w) =y}].
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Beispiel 22
Wenn wir nur die Zufallsvariable X betrachten, so gilt fiir
0<z<A4
4y 7 28
(a:) (l()fcc)
(o)
10
Allgemein nennt man Zufallsvariablen mit der Dichte
(2)()
T r—x
(a+b)
-
hypergeometrisch verteilt. Durch diese Dichte wird ein Experiment
modelliert, bei dem r Elemente ohne Zuriicklegen aus einer

Grundmenge der Michtigkeit a + b mit b besonders
ausgezeichneten Elementen gezogen werden.

Pr[X =z| =

Pr(X =z| =
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Beispiel 22 (Forts.)

Die Zufallsvariable Y ist fiir sich gesehen ebenfalls
hypergeometrisch verteilt mit b =4, a = 28 und r = 2.

Fir X und Y zusammen gilt jedoch z.B.
Prl X =4Y =1] =0,

und allgemein

OENE )

(1) ()

Bemerkung: Die Schreibweise Pr[X = z,Y = y]| stellt eine
Abkiirzung von Pr[, X =z A'Y = y"| dar. Ein anderes Beispiel ist

Pr[ngr,YSyl,\/?:yg}.
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Die Funktion
fxy(z,y) :=Pr[X =2,Y =y

heiBt gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen X und Y.

Aus der gemeinsamen Dichte fx y kann man ableiten

fx(m) =Y fxy(zy) baw. fry)= > fxy(zy).

ycWy rcWx

Die Funktionen fx und fy nennt man Randdichten.

m e

Die Ereignisse ,,Y = y“ bilden eine Partitionierung des
Wahrscheinlichkeitsraumes, und es gilt daher

S PX =aY =y = fx(a).

yeWy

PriX =z] =

Die Dichten der einzelnen Zufallsvariablen entsprechen also genau
den Randdichten.

Fir zwei Zufallsvariablen definiert man die gemeinsame Verteilung

Fxy(z,y) =Pr[X <z,Y <y] =Pr[{w; X(w) <z,Y(w) <y}

=33 fxvlay).

= PI’[Xl S Sﬂ et PI“[XH € Sﬂ,} .

' <z y' <y
D & . ______________________________________________________________________________________________________
I 5.3.1 Unabhidngigkeit von Zufallsvariablen I Satz 24
Definition 23 Seien X1, ..., X,, unabhingige Zufallsvariablen und S....,S,
beliebige Mengen mit S; C Wx,. Dann sind die Ereignisse
Die Zufallsvariablen X1, ..., X, heiBen unabhingig, wenn fiir alle X1 €81° ..., Xy €Sy " unabhingig.
(1. 2n) € Wx, x ... x Wy, gilt
Beweis:
Pr(Xi=az1,.... X, =2, =Pr[X; =21] - ... - Pr[X,, = x,,] .
PI‘[Xl e Sl-, ... ,Xﬂ (= Sn]
Alternativ: = Z Z Pr[X) =z1,..., X, = 2y]
Z1ES] Tn€Sn
j FX (@1, 2n) = fi(@1) - (@) ;T RN Y PrlXy =] PrlX = )
' Bei unabhingigen Zufallsvariablen ist also die gemeinsame Dichte T1€SL Tn€Sn
gleich dem Produkt der Randdichten. Ebenso gilt
: d = Z Pr( Xy =] | -...- Z Pr[X, = z,)
i FXh-qun(mlt"'aIn) :JFXl(-Tl) . 'FXn(In) . i r1E€S5] Tn €Sy
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Satz 25

fi,. .., fn seien reellwertige Funktionen (f; : R — R fiir
i=1,...,n). Wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X, unabhingig
sind, dann gift dies auch fiir f1(X1),..., fa(X,).

Beweis:
Sei z; € Wyx, firi=1,...,nund S; = {z; f(z) = z}.

Pr[fi(X1) = z1,..., [n(Xy) = 2]

m e
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5.3.2 Zusammengesetzte Zufallsvariablen
Beispiel 26

Ein Wiirfel werde zweimal geworfen. X bzw. Y bezeichne die
Augenzahl im ersten bzw. zweiten Wurf. Sei Z := X 4+ Y die
Summe der gewiirfelten Augenzahlen.

Fiir Z gilt z.B.:
=Pr[X,€5,..., X,es,
] . bh{ teon } ] Pr[Z = 1] = Pi[f] = 0,
na . .
=" Pr[X; € §1]-... - Pr[X,, € S} Pr(Z = 4] = Pr[{(1,3),(2,2), (3, 1)}] = 5.
g =Pr(fi(X1) = z1] ... Prfua(Xn) = zn] . o
[win |
IR
| . |
Fiir die Verteilung der Summe zweier unabhangiger
Zufallsvariablen gilt der folgende Satz:
Satz 27
~ Fiir zwei unabhangige Zufallsvariablen X undY sei Z := X + Y.
" Es gilt

fa(z)= > fx(@)- fy(z—x).

TEWy

|
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Fiir die Verteilung der Summe zweier| unabhangiger
Zufallsvariablen gilt der folgende Satz:
Satz 27

Fiir zwei unabhangige Zufallsvariablen X undY sef 7 ;=X + Y.
Es gilt
fa(z)= Y fx(@)- fy(z—x).

reEWx

DG)%—T

W

Beweis:
Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt, dass
fz(2) = Pr|Z = z]
= Deewy PHIX+Y =2 [ X =u] - PrlX = ]
= Z:r:EI’V»: PY{Y =Z-7 | X = ;'I'] : PT{X = T]
Unab. )
= D eew, PrlY =2 —a] - Pr[X = 7]
— Soew fxl@) fre—a).
O i

Den Ausdruck »_ . fx(z) - fy(z — x) aus Satz 27 nennt man

in Analogie zu den entsprechenden Begriffen bei Potenzreihen auch
Faltung oder Konvolution der Dichten fx und fy.

Wi b
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Beispiel (Forts.)
Berechne die Dichte von Z = X + Y

PriZ=z= ) Pr[X=u] Prly =z -2
ceEWx
6 1 min{6,z—1}
—ZE-Pr[Y:z—ﬂ: > o
=1 r=max{1l,z—6}
Fiir 2 < z < 7 erhalten wir
z—1
1 z—1
Pr|Z = z] = — =
1z =2] 2236 36
Und fiir 7 < z < 12:
13 —
Pr[Z =z = :
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I 5.3.3 Momente zusammengesetzter Zufallsvariablen I
Satz 28 (Linearitat des Erwartungswerts)

Fiir Zufallsvariablen X1,..., X, und X :== a1 Xy +--- + a, X,, mit
ay,....an € R gilt

. E[X] = aE[X1] + - - - + anE[X,] .

EX] = (a1 X1(w) + ...+ ap - Xp(w)) - Prlw]

e e et

we wen
:ﬂlE[XI]-f--f—(LnE[Xn]

H
W I —
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I 5.3.3 Momente zusammengesetzter Zufallsvariablen I

Satz 28 (Linearitat des Erwartungswerts) Beispiel 29

Fiir Zufallsvariablen X1. ... X, und X = a Xy + -« - + an X, mit al n betrunkene Seeleute torkeln nach dem Landgang in ihre Kojen.

c R gilt v Sie haben véllig die Orientierung verloren, weshalb wir annehmen,
Ahrees & dass jede Zuordnung der Seeleute zu den n Betten gleich
E[X] = aE[X1] + - - - + anE[Xn]. - |2 wahrscheinlich ist (genau ein Seemann pro Bett). Wie viele B N

Seeleute liegen im Mittel im richtigen Bett?

Die Anzahl der Seeleute im richtigen Bett zdhlen wir mit der
Zufallsvariablen X, die als Summe der Zufallsvariablen X,..., X,
- dargestellt wird, wobei

Beweis:

E[X] = (a1 X1(w) + ...+ ap - Xp(w)) - Prlw]

% B I L)
4 \

X, 1 falls Seemann i in seinem Bett liegt,
0 sonst.

we weN

— a1 E[X1]+...+an E[X,]. [ I Offenbar gilt X := X7 +--- 4+ X,,.
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Beispiel 29

n betrunkene Seeleute torkeln nach dem Landgang in ihre Kojen.

e haben véllig die Orientierung verloren, weshalb wir annehmen,
dass jede Zuordnung der Seeleute zu den n Betten gleich
wahrscheinlich ist (genau ein Seemann pro Bett). Wie viele
Seeleute liegen im Mittel im richtigen Bett?

Die Anzahl der Seeleute im richtigen Bett zdhlen wir mit der
Zufallsvariablen X, die als Summe der Zufallsvariablen X,..., X,
dargestellt wird, wobei

X, 1 falls Seemann ¢ in seinem Bett liegt,
o 0 sonst.

Offenbar gilt X := X1 +--- + X,,.




(RN

- E—— ®

Beispiel 29
Fiir die Variablen X; erhalten wir Pr[X; = 1] = 1, da jedes Bett
von Seemann ¢ mit gleicher Wahrscheinlichkeit aufgesucht wird.

Daraus folgt
E[X;]=0-Pr[X; =0 + 1-Pr[X; =1] = 1,
n

und somit
mn

EMj:EZHXd:EZ%:I
i=1 '

=1

Im Mittel hat also nur ein Seemann sein eigenes Bett aufgesucht.

m e

Satz 30 (Multiplikativitdt des Erwartungswerts)

Fiir unabhangige Zufallsvariablen X1, ..., X,, gilt

E[X1 ... X, =E[X{]..  E[X,].
Beweis:

Wir beweisen den Fall n = 2. Der allgemeine Fall ist analog.

EX-Y]= Y > ay-PrX=uzY =y
zeWx yeWy

Unabh. Z Z axy - Pr[X =z| - Pr[Y = y]
zeWyx yeWy

= > a2 PrX=a] ) y-Prly =y

TEWy yEWy
=[E[X]-E[Y].
IR
I I Satz 31 (Additivitat der Varianz)
Fiir unabhangige Zufallsvariablen X4, ..., X, und

- E—E— ®

Dass fiir die Giiltigkeit von Satz 30 die Unabhdngigkeit der
Zufallsvariablen wirklich notwendig ist, sieht man beispielsweise am
Fall Y = — X fiir eine Zufallsvariable mit einer von Null
verschiedenen Varianz. Dann gilt

E[X - Y] = —E[X?] # —(E[X])? = E[X] - E[Y].

X=X1+...+ X, gilt

Var[X] = Var[X4] + ... + Var[X,].

Beweis:

Wir betrachten nur den Fall n = 2 mit den Zufallsvariablen X
und Y.

E[(X +Y)? = E[X? +2XY + Y7 = E[X?] + 2E[X|E[Y] + E[Y?]
E[X + Y]? = (E[X] + E[Y])? = E[X]? + 2E[X]|E[Y] + E[Y]?

Wir ziehen die zweite Gleichung von der ersten ab und erhalten
E[(X +Y)? —E[X +Y]? = E[X?] - E[X]? + E[Y?] - E[Y]?.
Mit Hilfe von Satz 17 folgt die Behauptung.
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Fiir abhangige Zufallsvariablen X, ..., X,, gilt Satz 31 im
Allgemeinen nicht. Als Beispiel funktioniert wiederum der Fall
X=-Y:

Var[X + Y| =0# 2. Var[X]| = Var[X] + Var[Y].

D—T
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Definition 32

Zu einem Ereignis A heiBt die Zufallsvariable

L=
A= 0

Indikatorvariable des Ereignisses A.

falls A eintritt,

sonst

Beobachtung:
Fiir die Indikatorvariable 14 gilt nach Definition

E[I4] =1-Pr[A] + 0 Pr[A] = Pr[A4].
Ebenso gilt
E[I‘ql e I‘qn] = PI‘[A] N...N An},

da das Produkt von Indikatorvariablen genau dann gleich 1 ist,
wenn alle entsprechenden Ereignisse eintreten.

[HREN

Beispiel (Forts.)
Wir betrachten wieder das Beispiel der total betrunkenen
Matrosen.

Sei A; das Ereignis, dass der i-te Seemann im richtigen Bett liegt.
Mit der Notation der Indikatorvariablen sei X; = I4,. Dann gilt fiir
beliebige i,j € {1,...,n}, i # j:

1
E[X;X,] = E[l4,14,] = Pr[A; N A4;] = nn—1)

sowie

E[X?] = 0% - Pr[4;] + 1% - Pr[4;] = Pr[4;] = 1/n.

S (]

Beispiel (Forts.)

Daraus folgt wegen der Linearitdt des Erwartungswerts fiir
X:X] +"’+Xn-'

EX? =E|) X7+> ) XX,
=1 i=1 j#i
1 1
—n—ann—-1) ——— — 92
" +n{n—1) n(n—1)

Flir die Varianz erhalten wir somit den Wert

Var[X] = E[X?)] -EX]*=2-1=1.
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Beispiel (Forts.)

Wir betrachten wieder das Beispiel der total betrunkenen
Matrosen.

Sei A; das Ereignis, dass der i-te Seemann im richtigen Bett liegt.
Mit der Notation der Indikatorvariablen sei X; = I4,. Dann gilt fiir
beliebige i,j € {1,...,n}, i # j:

1

E[XiXj] = Ella;1a;] = Pr{A; 0 Aj] = n(n—1)
sowie

E[X?] = 0% - Pr[4;] + 1% - Pr[4;] = Pr[4;] = 1/n.

m e

2 zix') l'ZZH){XJ)
12y ~—"

Daraus folgt wegen dfj“r Linearjtdt des Erwartungswerts fiir

Beispiel (Forts.)

X =t + X X0ty X
E[X?) = X? +
(S 3

=1 j#i
1
— .= 1) — 9
b n+n{ﬂ ) n(n—1)

Fiir die Varianz erhalten wir somit den Wert

Var[X] =@ EX]?=2-1=1.

D&—

- E—E— ®

Einfacher Beweis fiir Satz 12 mit Hilfe von Indikatorvariablen:
Zur Erinnerung:

Satz 12 (Siebformel, Prinzip der Inklusion/Exklusion)
yAp (n > 2) gilt:

Fiir Ereignisse A, ...
> Prld; nAy]+

Pr [U Ai] = Pr[4)] -
i=1 i=1 1<i1<iz<n
+(-DFt > Pr{Agn...

1< <. <y<n

+ (-1 Pr[A N N A

MA'iz] + -

Beweis:

., A,, wollen wir die
U A'TF.

Zur Erinnerung: Zu Ereignissen Ay, ...
Wahrscheinlichkeit Pr[B] des Ereignisses B := A U ...
ermitteln.

Wir betrachten die Indikatorvariablen I; := [, der Ereigrlisse
Aq, ..., A, und die Indikatorvariable I; des Ereignisses B.

Das Produkt [];" (1 — I;) ist genau dann gleich 1, wenn

I, =...=1, =0, d.h. wenn B nicht eintritt. Somit gilt
Iz =11i=,(1 — I;) und wir erhalten:
Ip=1-=Y" L+ >  ILily—+.. 40" 1,

1<i<n 1<ip<ia<n
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Beweis:

Zur Erinnerung: Zu Ereignissen A4,..., A, wollen wir die
Wahrscheinlichkeit Pr[B] des Ereignisses B := A; U...U A,
ermitteln. o

Wir betrachten die Indikatorvariablen@: 14, der Ereignisse 1B
Ap, ..., A, und die Indikatorvariable I; des Ereignisses B. I_
Das Produkt [];" (1 — I;) ist genau dann gleich 1, wenn B
I, =...=1, =0, d.h. wenn B nicht eintritt. Somit gilt

Iz =1I}-,(1 — I;) und wir erhalten:

Ip=1-=Y" L+ >  ILily—+.. 40" 1,

1<i<n 1<ip<ia<n




