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i Kapitel 0 Einleitung
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Was bedeutet Zufall?

@ Der Heilige Augustinus iiber die Zeit:

Was also ist die Zeit? Wenn niemand mich danach
fragt, weill ich es; wenn ich es jemand auf seine
Frage hin erklaren will, weiB ich es nicht.

@ Pragmatische Sicht: Zufall = mangelndes Wissen.
Bei gewissen Vorgidngen wissen wir fiir eine sichere Vorhersage
nicht genug: Ziehung von Lottozahlen, Regenfall iiber
Miinchen, Absturz eines informatischen Systems.

@ Es konnen trotzdem probabilistische Vorhersagen gemacht
werden.

o Ziel der Vorlesung: lernen, korrekte Vorhersagen dieser Art zu
machen und zu identifizieren.

Es wird gewiirfelt ... Am Ende der Vorlesung werden Sie in der
Lage sein, folgende Fragen zu beanworten:

(1) Ein fairer Wiirfel wird 10 Mal geworfen. Mit welcher W'keit
kriegt man

e keine Sechs? (=~ 0.162)
o genau 1 Mal eine Sechs? (= 0.323)
e genau 3 Mal eine Sechs? (= 0.155)
(2) Ein fairer Wiirfel wird 600000 Mal geworfen. Mit welcher
W'keit kriegt man mindestens 100100 Sechser? (=~ 0.36)
(3) Drei fairer Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Mit welcher
W'keit
o betrigt die Summe der Augenzahlen mindestens 147 (35/216)
o ist die groBte Augenzahl hochstens 37 (1/8)
e sind alle drei Augenzahlen verschieden? (5/9)
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(4) Sechs faire Wiirfel werden mit den Zahlen 1 bis 6 nummeriert
und dann gleichzeitig geworfen. Wieviele Wiirfel fallen im
Mittel mit der eigenen Nummer als Augenzahl? (1)

(5) Hundert faire Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Mit
welcher W’keit betrigt die Summe der Augenzahlen héchstens
3107 (=~ 0.01)

(6) Drei faire Wiirfel werden 1000 Mal gleichzeitig geworfen. Mit
welcher W’keit kriegt man kein einziges Mal drei Sechser?

(=~ 0.01)

(7) 10 faire Wiirfel werden mit den Zahlen 1 bis 10 numeriert und
dann 10000 Mal gleichzeitig geworfen. Das Ergebnis eines
Waurfes kann damit als ein Vektor (aq,...,a19) mit 1 <a; <6
dargestellt werden. Mit welcher W'keit wird sich kein Ergebnis
wiederholen? (a2 0.437)

(4) Sechs faire Wiirfel werden mit den Zahlen 1 bis 6 nummeriert

und dann gleichzeitig geworfen. Wieviele Wiirfel fallen im
Mittel mit der eigenen Nummer als Augenzahl? (1)

(5) Hundert faire Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Mit
welcher W'keit betragt die Summe der Augenzahlen hochstens
3107 (=~ 0.01)

(6) Drei faire Wiirfel werden 1000 Mal gleichzeitig geworfen. Mit
welcher W'keit kriegt man kein einziges Mal drei Sechser?

(= 0.01)

(7) 10 faire Wiirfel werden mit den Zahlen 1 bis 10 numeriert und
dann 10000 Mal gleichzeitig geworfen. Das Ergebnis eines
Waurfes kann damit als ein Vektor (aq,...,aj0) mit1 <a; <6
dargestellt werden. Mit welcher W'keit wird sich kein Ergebnis
wiederholen? (=2 0.437)




(8) Wie oft muss man einen fairen Wiirfel im Mittel werfen, um
e die erste Sechs
o drei Sechser hintereinander
e alle sechs Augenzahlen mindestens einmal
zu kriegen? (6,258,14.7)

(9) Anna versucht, das Ergebnis eine Reihe von Wiirfen eines
fairen Wiirfels zu raten. Der Wiirfel wird 600 Mal geworfen.
Wie oft muss Anna das richtige Ergebnis raten, so dass die
W'keit, das es aus Zufall geschieht, hochstens 1% betragt?
(121)

(10) Ein Wiirfel wird 15 Mal geworfen und man bekommt 1 Mal
die eins, 3 Mal die 2, 4 Mal die 3, 3 Mal die 4, 4 Mal die 5
und 0 Mal die 6. Mit welcher Konfidenz kann behauptet
werden, der Wiirfel sei nicht fair? (0.95)

Sie kdnnen schon heute diese Ergebnisse experimentell bestatigen
oder widerlegen!! (wahrscheinlich haben wir uns hier oder da
verrechnet ... )
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Zufall in der Informatik:
e Hardware-Fehler kénnen durch Zufallsvorgange (z.B.
Strahlung) eintreten.

Zuverldssigkeitsanalyse

@ Download-Zeiten von Web-Seiten, Antwort-Zeiten von
Diensten kénnen nicht prazise vorhergesagt werden.

Leistungsanalyse

@ Viele Programme verwenden Zufallsbits, um mit groBer
Wahrscheinlichkeit gewisse Problemsituationen (z.B.
Verklemmungen) zu vermeiden:

Randomisierte Algorithmen

Thema der Vorlesung: Zufallsexperimente

@ Das Experiment wird unter genau festgelegten
Versuchsbedingungen durchgefiihrt.

e Die Menge der moglichen Ergebnisse (Ausgénge) ist vor der
Durchfiihrung des Experimentes bekannt.

@ Das Experiment kann zumindest prinzipiell beliebig oft unter
gleichen Bedingungen wiederholt werden.
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i Mathematische Modellierung von Zufallsexperimenten

Drei faire Wiirfel werden geworfen. Was ist die W'keit,
dass insgesamt iiber 12 Augenzahlen angezeigt werden?

@ Die Menge der moglichen Ausginge wird aus der
Beschreibung gewonnen.
Ausginge: (1,1,1),...,(6,6,6)

@ Die W'keiten der Ausginge werden ebenfalls aus der
Beschreibung gewonnen.
Pr((1,1,1)] = ... =Pr[(6,6,6)] = 51

@ Die Frage, die uns interessiert, wird auf die Berechnung der
W'keit einer Menge von moglichen Ausgangen reduziert.
Pr[{(5,4,4),(4,5,5),...,(6,6,6)}]

o Zwei Fehlerquellen: falsche Modelle und falsche
Berechnungen!
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@ Die Reduktion der Frage auf W'keiten ist nicht immer so direkt.
Drei faire Wiirfel werden geworfen. Sollte man
folgende Wette eingehen? Wenn insgesamt liber 12
Augenzahlen angezeigt werden, gewinnt man 1
Euro. Sonst verliert man 2 Euro.

i Kapitel | Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

1. Grundlagen
Definition 1

© Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist durch eine
Ergebnismenge @ = {w;,ws, ...} von Elementarereignissen
gegeben.

@ Jedem Elementarereignis w; ist eine
(Elementar-)Wahrscheinlichkeit Pr[w;| zugeordnet, wobei wir
fordern, dass 0 < Pr[w;] < 1 und

Z Prlw] = 1.

weld

W I —
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© Eine Menge F C 2 heiBt Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit
Pr[E] eines Ereignisses ist durch

Pr[E] = Z Prlw]

weFE

definiert.

Beispiel 2

Zwei faire Wiirfel werden geworfen. Mit welcher W'keit betrdgt die
Gesamtzahl der Augen 107

Q =1{ (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),
(2,1),(2,2),(2,3), (2,4), (2.5), (2.6),
(3,1),(3.2),(3,3), (3,4), (3,5), (3,6),
(4,1),(4,2). (4,3), (4,4), (4,5), (4.6),
(5,1),(5,2),(5,3), (5,4), (5,5), (5,6),
(6,1).(6,2).(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) }
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e Die Wahrscheinlichkeit Pr((7, j)] eines jeden

I A 1
Elementarereignisses (i, j) ist 5.

e Die Wahrscheinlichkeit Pr[E] des Ereignisses

E = {Die Gesamtzahl der Augen ist 10}

Ist 15"

Wir hitten aber auch folgendermaBen modellieren kénnen:

0 =1{2,3,4,....10,11,12}

Die Wahrscheinlichkeit der Elementarereignisse muss nun sorgféltig
modelliert werden:

e Pr[2] = %
o Pr[4] =4
e Pr[7] = %

Achtung: Pr(n) = ; fiir alle n € {2,...12} ist aus
mathematischer Sicht zul3ssig, jedoch ein falsches Modell dieses
Problems. Es entspricht nicht dem, was man unter “faire Wiirfel”
versteht!

W I —

Mehrstufige Experimente:

@ Experimente bestehen oft aus Teilexperimenten, die der Reihe
nach durchgefiihrt werden.

o Welches Teilexperiment als nichstes durchgefiihrt wird, kann
vom Ausgang des vorigen Teils abhiangen.

o Elementarereignisse = mogliche Sequenzen von
“Teilereignissen” .

@ Daumenregel: die W'keit eines Elementarereignisses ist das
Produkt der W'keiten der Teilereignisse.

Mehrstufige Experimente konnen als Bdume visualisiert werden.
Die Elementarereignisse sind die Pfade des Baumes.

Jeder Knoten reprasentiert ein Ereignis (die Menge der Pfade, die
den Knoten besuchen). Frage: Welche W'keit hat dieses Ereignis?
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